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Démarche en calcul scientifique
@ Comprendre le probléme physique

o lIdentifier les grandeurs clés (ex : vitesse, pression. . .)
o Recueillir les données (géométrie, conditions initiales. . .)
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@ Construire et analyser le modéle mathématique
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Démarche en calcul scientifique

@ Comprendre le probléme physique
o lIdentifier les grandeurs clés (ex : vitesse, pression. . .)
o Recueillir les données (géométrie, conditions initiales. . .)

@ Construire et analyser le modéle mathématique

e Traduire les lois physiques en équations (conservation. . .)
o ldentifier des propriétés calculables sans connaitre la solution (invariants, énergie, monotonie,. . .)

© Approximations : Modéle mathématique — Modéle numérique
o Discrétisation (espace/temps) ~~ nombre fini d'inconnues ~> schéma numérique (relations discrétes)
o Analyse théorique des propriétés du schéma
o Implémentation — calcul sur des tests bien choisis
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Démarche en calcul scientifique

© Comprendre le probléme physique

o Identifier les grandeurs clés (ex : vitesse, pression. ..)
o Recueillir les données (géométrie, conditions initiales. . .)

@ Construire et analyser le modéle mathématique

e Traduire les lois physiques en équations (conservation. . .)
o ldentifier des propriétés calculables sans connaitre la solution (invariants, énergie, monotonie,. . .)

© Approximations : Modéle mathématique — Modéle numérique

o Discrétisation (espace/temps) ~~ nombre fini d'inconnues ~> schéma numérique (relations discrétes)
o Analyse théorique des propriétés du schéma
o Implémentation — calcul sur des tests bien choisis

Q Evaluation de la qualité des approximations

o Vérifier la cohérence avec les propriétés de la solution exacte (cf. le point 2)
o Comparer a des solutions exactes dans des cas simplifiés
o Comparer aux observations réelles
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1. Présentation

Réacteurs ~» animaux. ..

Image de Peter Rowlett réalisée en TikZ/LaTeX dans
https://aperiodical.com/2023/10/2-four-bugs/
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Réacteurs ~» animaux. ..

Image de Peter Rowlett réalisée en TikZ/LaTeX dans
https://aperiodical.com/2023/10/2-four-bugs/
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1. Présentation 2. C

The Amourous Bugs

16. The Amorous Sugs = :
cs—A,B,C and D—occupy the Bf:omers of asq
fn(::llll‘::!‘:m a side. A and gﬂ :r;l ;n:l::;nd 5 :
Simultmwusb’ Y “::g.s A. If all four bugs crawl at the same

o ]t)r::led ?h:;wwill describe four congruent logarithmlf:
constan! 3

Four bugs — A, B, C, and D — occupy the
corners of a square 10 inches along a side. A

uare. 4
spinlswhichmeetatt:h;ti';te"ifb‘ff::;,qeymeec?Thep:obl' and C are male, B and C are female.
far does each bu ] ; g
anugjsolvedwithoutimlculus. Simultaneously A crawls directly towards B, B

I SR VY towards C, C towards D and D towards A. If
W L all four bugs crawl at the same constant rate,
they will describe four congruent logarithmic
spirals which meet at the centre of the square.

How far does each beetle travel before they
meet ? The problem can be solved without
calculus.
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1. Présentation

lllustration de la démarche : Courbes de poursuite

Y. 4
g7
Chien — Chat / Maitre

Prédateur — Proie

@ Poursuite classique
%
&
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1. Présentation
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1. Présentation

lllustration de la démarche : Courbes de poursuite

@ Poursuite classique @ Poursuite mutuelle

fl
e
Chien — Chat / Maitre 4 insectes aux sommets d'un carré se
Prédateur — Proie poursuivent mutuellement

Comment modéliser, approcher et/ou calculer analytiquement ces trajectoires ?
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lllustration de la démarche : Courbes de poursuite

@ Poursuite classique @ Poursuite mutuelle

L § i
27 g

Chien — Chat / Maitre 4 insectes aux sommets d'un carré se
Prédateur — Proie poursuivent mutuellement

Comment modéliser, approcher et/ou calculer analytiquement ces trajectoires ?

Pour faciliter I'exposé, modélisation en deux dimensions, mais généralisation facile 4 des dimensions supérieures.
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2. La courbe du chien

2.1 Position du probléme

2.2 Mise en équation et approximations
2.3 Invariant

2.4 Solution exacte



1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

Introduction

o Courbe du chien : trajectoire d'un poursuivant qui se
dirige en permanence vers une cible en mouvement
(chat — souris, chien — lievre/maitre, missile —
avion. . .).

@ Le poursuivant n'a accés qu’a la position actuelle de
sa cible : il ne prédit ni sa trajectoire ni sa vitesse.

Probléme

@ Quelle est la trajectoire du poursuivant 7
@ Si les deux trajectoires se croisent : ou et quand ?
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1. Intro 3. Invariant

Position du probleme

A l'instant ¢ :

@ position du mattre (connue) :

M(t) = (2 (t), ym (1))

@ position du chien (inconnue) :

4. Cas particulier
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2. Chien 1. Intro

Position du probleme

A l'instant ¢ :

@ position du mattre (connue) :

M(t) = (2 (t), ym (1))

@ position du chien (inconnue) :

2 hypothéses

@ Maitre : vitesse constante v, trajectoire donnée.

3. Invariant

4. Cas particulier

@ Chien : vitesse constante kv (avec k > 0), en direction de la position instantanée du maitre.
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Position du probleme

A l'instant ¢ :

@ position du mattre (connue) :
M(t) = (zm (1), ym(t))

@ position du chien (inconnue) : /C(t)

2 hypothéses
@ Maitre : vitesse constante v, trajectoire donnée.

@ Chien : vitesse constante kv (avec k > 0), en direction de la position instantanée du maitre.
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Programmer avant de mathématiser

Soit At un intervalle de temps (fixé arbitrairement) et notons
o M,, = M(¢,) la position (exacte) du maitre a l'instant ¢,, = nAt,

o C,, =~ C(t,) la position (approchée) du chien au méme instant.
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~~ la trajectoire du chien est approchée par une courbe affine par morceaux (spline linéaire)

Récurrence :

Cy position initiale connue

M, - C
C, :Cn_i_At.kv.#
i ”Mn_CnH

Arrét si |[M,, — C,|| <  (tolérance).
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Exemples de trajectoires

Courbe du chien - k_dog = 1.5

6
5
! Constat
1
N ; @ La trajectoire du chien dépend de :
1 —— Chien 0 .
3 . — Maitre o k (la vitesse relative),
/ K ~~~ Trajectoire exacte . . A,
2 o la trajectoire du maitre.
2 - . . . ..
/’ @ Le chien peut ne jamais rejoindre le
1 o maitre.
0 —
-1
-1 0 1 2 3 4 5 6
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Mise en équation

La trajectoire du chien satisfait

C(0) connue
o (D)~ (1)
C0 =k i el
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Mise en équation

La trajectoire du chien satisfait un systéme de 2 EDO d'ordre 1 :

2(0), y(0) connues
/

C(0) connue 2/ (t) = o1 (t,z(t), y(t) 2 kv zm(t);z(t) _
) = ko M(t) - C(t)  ~ \/ (2m (D) =2(1)) "+ (ym () —u())
IM(t) - C(1)] Y (1) = palt, x(t), y(t) < kv pelfl mh -
¢ (2m (=) +(ym (O —y(®)
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Solution ?

S yeateyteatyduno
Pt e g0
“CWtele e

(a) analytical (b) qualitative

Pour M(t) quelconque :
@ Solution analytique ? Non (sauf cas particulier)
@ Propriétés de la solution sans trouver sa forme exacte 7 Oui
@ Solution approchée ? Oui (schémas numériques)

4. Cas particulier

(¢) numerical

) [157%]




2. Chien 1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

C’est quoi un schéma numérique pour des EDO ?

On cherche y: [to, T] — R? tel que :

y/(t) = ‘P(ta}’(t)), te [t07T]
v(to) = yo, (valeur initiale)

Hypothése : 3! solution

¢ 5 ) [io748]
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C’est quoi un schéma numérique pour des EDO ?

On cherche y: [to, T] — R? tel que : Dans notre exemple :
y/(t) = ‘P(taY(t))) te [t07T] y(t) — C(t) — (m(tt)>
y(to) = yo, (valeur initiale) y(1)
Lp(t C) — (301(t7 (t)»y(t)))
Hypothese : 3! solution ’ pa(t, 2(t),y(t))

5 ) [io748]




L
C’est quoi un schéma numérique pour des EDO ?

On cherche y: [to, T] — R? tel que : Dans notre exemple :
{y'@) = olt,y(), € [t0.T] y(t) = C(t) = (;(%)))
v(to) = yo, (valeur initiale)
o(t,C) = (301(t7 (t)7y(t))>
Hypothese : 3! solution ’ pa(t, 2(t),y(t))

Principe :
o discrétiser le temps : ¢, = tg + nAt
@ pour chaque nceud t,,, calculer la valeur
u, Ry, =y(tn)
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C’est quoi un schéma numérique pour des EDO ?

On cherche y: [to, T] — R? tel que :

yl(t) = (P(t,y(t)), te [t07T]
v(to) = yo, (valeur initiale)

Hypothése : 3! solution

Principe :
o discrétiser le temps : ¢, = tg + nAt
@ pour chaque nceud t,,, calculer la valeur
u, Ry, =y(tn)

Dans notre exemple :

Comparaison des solutions

x  Discréisation

—— Solution exacte
o Solution exacte discréte
o Solution approchée
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1. Intro 3. Invariant

Construction d’'un schéma

Souvent { u,, } est obtenue par une récurrence par intégration de I'EDO :

y'(t) = o(t, y(t))

4. Cas particulier

) [17748]
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t tn

n

4. Cas particulier

) [1774]




1. Intro 3. Invariant

Construction d’'un schéma

Souvent { u,, } est obtenue par une récurrence par intégration de I'EDO :

tn+AL tn+AL
Y(ts1) — y(tn) = / Yd= [ ety

tn tn

4. Cas particulier
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Construction d’'un schéma

Souvent { u,, } est obtenue par une récurrence par intégration de I'EDO :

tn+AL tn+AL
Y(ts1) — y(tn) = / Yia= [ et y®)a~S welt )

n tn jed

¢ 5 ) [17748]
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Construction d'un schéma
Souvent { u,, } est obtenue par une récurrence par intégration de I'EDO :
tn+AL tnt+AL
¥(tas1) = y(ta) = / y'(H)dt = p(ty(t)dt ~ Y wie(ty, y(t;))
tn tn jeg
Uy = Yo

U1 = Uy, + ) wip(ty,uy)
jeJ

) ) [17748]
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Construction d’'un schéma

Souvent { u, } est obtenue par une récurrence par intégration de I'EDO :

tn+AL tn+AL
Y(tng1) —y(tn) = / y'(t)dt = / Q(t,y(t)dt ~ Y wip(t;, y(t;))
t tn =y

n

Uo = Yo
Wni1 = Uy + 30 wjp(ts, u))
jeJ
Exemple : schéma d'Euler Explicite

2
tn+At
/t ot y(t))dt

n

tn th + At ¢
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Construction d'un schéma
Souvent { u,, } est obtenue par une récurrence par intégration de I'EDO :

tn+AL tn+AL
Y(tng1) —y(tn) = /t y'(t)dt = /t Q(t,y(t)dt ~ Y wip(t;, y(t;))

JjeJ

n

U = Yo
Wni1 = Uy + 30 wjp(ts, u))
jeT

Exemple : schéma d'Euler Explicite
o(tn)
g

tn+At
/t Pt y(®)dt ~ Atg(t, y(t,))

n

tn th+ At ¢
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n JjeJ
Uo = Yo
Wni1 = Uy + 30 wjp(ts, u))
jeJ
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Construction d’'un schéma

Souvent { u, } est obtenue par une récurrence par intégration de I'EDO :

tn+AL tn+AL
Y(tng1) —y(tn) = /t y'(t)dt = /t Q(t,y(t)dt ~ Y wip(t;, y(t;))

" JjeJ
Uo = Yo
Wni1 = Uy + 30 wjp(ts, u))
jeJ
Exemple : schéma d'Euler Explicite
o(tn)
g totAt Uy = Yo
~ s
[ eltuone ~ ata(t.y(t) s = 1, Abip(ty )
n tn AL ¢ C'est le "Programme naif"” |
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D’autres schémas populaires
@ Schéma de Crank-Nicolson (ou du trapéze)

14

tn A

Cf. https://moodle.univ-tln.fr/course/view.php?id=4840
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2. Chien 1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

D’autres schémas populaires

@ Schéma de Crank-Nicolson (ou du trapéze)
@(tn) 2

o(tns1) ~ B =y At
Up41 = Uy + 5 (‘P(tna un) + So(tn+1a un—i—l))

tn A

Cf. https://moodle.univ-tln.fr/course/view.php?id=4840
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2. Chien 1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

D’autres schémas populaires

@ Schéma de Crank-Nicolson (ou du trapéze)
Qp(tn) 2

o(tns1) ~ Ho =y At
U,r1 = u, + 5 (So(tnv un) + So(tn-i-la un—i—l))

Schéma implicite
tn PR

Cf. https://moodle.univ-tln.fr/course/view.php?id=4840
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D’autres schémas populaires

@ Schéma de Crank-Nicolson (ou du trapéze)
o(tn)

o(tns1) ~ B =y At
Upt1 = Uy + 5 (‘P(tna un) + So(tn+1a un,+1))

Schéma implicite

tn tn+at

@ Schéma de Heun

U = Yo
Upp1 = Uy, + Atp(t,, uy) [Predictor]
Wit = Wy + 5L (@(tn, upn) + @(tny1,0,41))  [Corrector]

Schéma explicite

Cf. https://moodle.univ-tln.fr/course/view.php?id=4840
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1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

Analyse des schémas

Calcul numérique
@ Permet d'étudier des solutions approchées lorsque les solutions analytiques sont inaccessibles

@ Les résultats doivent &tre interprétés avec prudence

¢ 5 ) [1o74]
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Analyse des schémas

Calcul numérique
@ Permet d'étudier des solutions approchées lorsque les solutions analytiques sont inaccessibles

@ Les résultats doivent étre interprétés avec prudence

Questions clés (sans connaitre la solution exacte) :

@ le probléme est-il (mathématiquement et) numériquement bien posé?
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Analyse des schémas

Calcul numérique
@ Permet d'étudier des solutions approchées lorsque les solutions analytiques sont inaccessibles

@ Les résultats doivent étre interprétés avec prudence

Questions clés (sans connaitre la solution exacte) :

@ le probléme est-il (mathématiquement et) numériquement bien posé?

@ quel schéma choisir?
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Analyse des schémas

Calcul numérique

@ Permet d'étudier des solutions approchées lorsque les solutions analytiques sont inaccessibles
@ Les résultats doivent étre interprétés avec prudence

Questions clés (sans connaitre la solution exacte) :

o le probléme est-il (mathématiquement et) numériquement bien posé?
@ quel schéma choisir 7

@ peut-on estimer/majorer I'erreur en fonction de At? (ordre de convergence)
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Analyse des schémas

Calcul numérique

@ Permet d'étudier des solutions approchées lorsque les solutions analytiques sont inaccessibles
@ Les résultats doivent étre interprétés avec prudence

Questions clés (sans connaitre la solution exacte) :

o le probléme est-il (mathématiquement et) numériquement bien posé?

@ quel schéma choisir 7

@ peut-on estimer/majorer I'erreur en fonction de At? (ordre de convergence)
@ peut-on choisir At quelconque? (stabilité)
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Analyse des schémas

Calcul numérique

@ Permet d'étudier des solutions approchées lorsque les solutions analytiques sont inaccessibles

@ Les résultats doivent étre interprétés avec prudence

Questions clés (sans connaitre la solution exacte) :

le probléeme est-il (mathématiquement et) numériquement bien posé?
quel schéma choisir ?

peut-on estimer/majorer |'erreur en fonction de At? (ordre de convergence)

peut-on choisir At quelconque ? (stabilité)

peut-on déterminer certaines propriétés de la solution?

¢ 5 ) [1o74]
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Analyse des schémas

Calcul numérique
@ Permet d'étudier des solutions approchées lorsque les solutions analytiques sont inaccessibles

@ Les résultats doivent étre interprétés avec prudence

Questions clés (sans connaitre la solution exacte) :

le probléeme est-il (mathématiquement et) numériquement bien posé?
quel schéma choisir ?

peut-on estimer/majorer |'erreur en fonction de At? (ordre de convergence)

peut-on choisir At quelconque ? (stabilité)

peut-on déterminer certaines propriétés de la solution?

peut-on comparer avec la solution exacte dans un cas simple ?

¢ 5 ) [1o74]




1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

Détermination d'un invariant

@ On cherche un invariant, i.e. £(t) = E(t,z(t), y(t)) tel que £'(t) = 0 pour tout ¢ :

oy OE L OE o OE . OE OE oF

¢ 5 ) [2o788]




entation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion 1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

Détermination d'un invariant

@ On cherche un invariant, i.e. £(t) = E(t,z(t), y(t)) tel que £'(t) = 0 pour tout ¢ :

oy OE L OE o OE . OE OE oF

Contrainte : montrer que £'(t) = 0 sans utiliser I'expression explicite de x(t) et y(¢).

) ) [2o788]




1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion I

Détermination d'un invariant

@ On cherche un invariant, i.e. £(t) = E(t,z(t), y(t)) tel que £'(t) = 0 pour tout ¢ :

. OE OE OE , . OE 0F OE
£1(0) = Gy + 5ot O+ G () = 57+ Grenltat).u) + G ealt.a().u(t)

Contrainte : montrer que £'(t) = 0 sans utiliser I'expression explicite de x(t) et y(¢).

o L'invariant permet de “mesurer”’ la qualité d'une approximation (Z,, J,) en calculant

”E(tn,inagn) - E(O,xo,yo)”

¢ ; ) [2o788]
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Détermination d'un invariant

@ On cherche un invariant, i.e. £(t) = E(t,z(t),y(t)) tel que £'(t) = 0 pour tout ¢ :

08 OB OB 0B 0B on

Contrainte : montrer que £'(t) = 0 sans utiliser I'expression explicite de x(t) et y(¢).

@ L'invariant permet de “mesurer” la qualité d'une approximation (Z,,J,) en calculant
||E(tn7 ina :’jn) - E(07 Zo, yO) ”

o Cas particulier : si (xg,y0) = (0,0) et M (t) = (a,vt), a > 0 constant, alors on peut choisir

B(t,z,y) = kln (\/{a— 2P+ (@t — )7 + (vt 9)) = (k= 1) In(a - 2)

C ) ) [20/46]




L
Détermination d'un invariant

@ On cherche un invariant, i.e. £(t) = E(t,z(t),y(t)) tel que £'(t) = 0 pour tout ¢ :

08 OB OB 0B 0B on

Contrainte : montrer que £'(t) = 0 sans utiliser I'expression explicite de x(t) et y(¢).

@ L'invariant permet de “mesurer” la qualité d'une approximation (Z,,J,) en calculant
||E(tn7 ina :’jn) - E(07 Zo, yO) ”

o Cas particulier : si (xg,y0) = (0,0) et M (t) = (a,vt), a > 0 constant, alors on peut choisir

B(t,z,y) = kln (\/{a— 2P+ (@t — )7 + (vt 9)) = (k= 1) In(a - 2)

Remarque : Euler explicite ne conserve pas bien cet invariant

C ) ) [20/46]




1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

Cas M(t) = (a,vt) — invariant : Euler vs Heun

Invariant £(t) le long des trajectoires approchées

T T
—— £(t) Euler explicite

1622 4 £t Heun

—-—- £0) exact /
1620
1618
= /
= 1616

1614

1612

1610

t
Simulations avec g = 59 =0, v =1, a = 5, k = 1.5, At = 0.01
C ) ) [21/46]




Cas particulier :

le maitre se déplace verticalement

ez




1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

Cas particulier : le maitre se déplace verticalement

6 Si| M(t) = (a,vt) | on peut

B @ donner un invariant sans calculer la
5 — Chien solution exacte

— Maitre

¢ 5 ) (22788




1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion I

Cas particulier : le maitre se déplace verticalement

) Si| M(t) = (a,vt) | on peut

4l @ donner un invariant sans calculer la
| — hien solution exacte

—— Maitre
2 @ calculer une expression explicite de

. z =y =1(z)
ol @ calculer une expression explicite de

x>t =r1(z)

¢ 5 ) (22788




2. Chien 1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

Cas M(t) = (a,vt) — Changement de variables

Dans cette configuration, on peut paramétrer la trajectoire par x au lieu de ¢ :

{t»—mv(t) — {xl—)y:n(a:)

t— y(t) x>t =71(x)

¢ 5 ez
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Cas M(t) = (a,vt) — Changement de variables

Dans cette configuration, on peut paramétrer la trajectoire par x au lieu de ¢ :

{t»—>x(t) — {xl—>y:n(a:)

t— y(t) x>t =71(x)

@ Rapport des deux EDO :

y't) _ ym() —y() _ vt—yt)|  vr(z) —n(z)
' (t)  zp(t)—z) a—x(t) a—x

¢ 5 ez




.
Cas M(t) = (a,vt) — Changement de variables

Dans cette configuration, on peut paramétrer la trajectoire par x au lieu de ¢ :

{t»—)x(t) — {xHy:n(x)

t— y(t) x>t =71(x)

@ Rapport des deux EDO :

y't) _ ym() —y() _ vt—yt)|  vr(z) —n(z)
() —x(t) a—x(t) a—x

@ Norme du vecteur vitesse constante :

/x 2
VP T WOF = ko = @01+ (0 (@))) = (ke)? = [7 @) | = & :—”g”)

¢ ; ez




1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

Cas M(t) = (a,vt) — Nouveau systeme d’EDO

Nouveau systéme de deux EDO d'ordre 1 :

avec 17(0) =0 et 7(0) = 0.

¢ 5 ) (24748




.
Cas M(t) = (a,vt) — Nouveau systeme d’'EDO

Nouveau systéme de deux EDO d'ordre 1 :

avec 17(0) =0 et 7(0) = 0.

@ En dérivant la premiére équation par rapport a x, on obtient une EDO d’ordre 2 :

_ VIt (@)

=1 (2) + (a—x)n"(x) =vr'(z) = 0'(x)  ~ (a—2)"(z) = ’

¢ 5 ) (24788




.
Cas M(t) = (a,vt) — Nouveau systeme d’'EDO

Nouveau systéme de deux EDO d'ordre 1 :

avec 17(0) =0 et 7(0) = 0.

@ En dérivant la premiére équation par rapport a x, on obtient une EDO d’ordre 2 :

_ VIt (@)

=1 (2) + (a—x)n"(x) =vr'(z) = 0'(x)  ~ (a—2)"(z) = ’

@ Posons p=17'. Onap(0) =0et

(0~ a2/ (@) = 2 VIT P2(0)

¢ 5 ) (24788




1. Intro 3. Invariant

Cas M(t) = (a,vt) — Calcul de x — y = n(x)
@ Etape 1 : calcul de p avec p(0) = 0 (EDO a variables séparables)

(a—2)p (z) = %\/1 T p2(@) ~ p(z) = sinh <_11n (1 _ Z))

k

1

2

) [357%8]



1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion

Cas M(t) = (a,vt) — Calcul de x — y = n(x)
@ Etape 1 : calcul de p avec p(0) = 0 (EDO a variables séparables)
(a—z)p'(z) = %m ~> p(x) = sinh <—]1ln (1 - Z)) = % ((1 - 5)7% - (1 - x)i)

e Etape 2 : p =1’ ~ calcul de 1 avec (0) =0
o k=1

77(@):3((1—2)2—ln(1—£)2—1> ~  n(zr) — 400

Tr—a

~ le chien s'approche asymptotiquement du maitre

5 ) [357%8]
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Cas M(t) = (a,vt) — Calcul de x — y = n(x)
@ Etape 1 : calcul de p avec p(0) = 0 (EDO a variables séparables)
(a—z)p'(z) = %m ~> p(x) = sinh <—liln (1 - Z)) = % ((1 - 5)7% - (1 - x)i)

e Etape 2 : p =1 ~ calcul de i avec n(0) =0
o k=1

77(@):2((1—2)2—ln(1—£)2—1> ~  n(zr) — 400

~ le chien s'approche asymptotiquement du maitre

o k#1
ak k (a '/ k+1 a'’* k—1
= — = k. — — k
() k2—1+2(k+1(a SR (G )
~ si k > 1, le chien attrapera le maitre en
a
n(a) = 21

5 ) [357%8]



Cas M(t) = (a,vt) — Calcul de = +— t = 7(x)
Calcul de t = 7(x) avec 7(0) =0

(kv)r'(z) = 1+ (n'())?

¢ 5 ) [2o788]




Cas M(t) = (a,vt) — Calcul de = +— t = 7(x)

Calcul de t = 7(x) avec 7(0) =0

(k) (z) = V1+ (@))% = \/1 + sinh? (—% In (1 - §)>

¢ 5 ) [25788]




Cas M(t) = (a,vt) — Calcul de = +— t = 7(x)

Calcul de t = 7(x) avec 7(0) =0

(ko)™ () = 1+ (7 (@))2 = \/1 + sinh? (—%m (1- §)> = % ((1 NAREN(E £>k>

¢ 5 ) [2o788]




Cas M(t) = (a,vt) — Calcul de = +— t = 7(x)

Calcul de t = 7(x) avec 7(0) =0

(ko)™ () = 1+ (7 (@))2 = \/1 + sinh? (—%m (1- §>> = % ((1 NAREN(E £>k>

e k=1

¢ 5 ) [2o788]
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Cas M(t) = (a,vt) — Calcul de z — t = 7(x)
Calcul de t = 7(x) avec 7(0) =0

(ko)™ () = 1+ (7 (@))2 = \/1 + sinh? (—%m (1- 2)) = % ((1 NAREN(E £>k,)

o k=1
7'():—%((1—E>2+ln<1——>2—1) ~ T(x)m—i-oo
o k#1
ak 1 [a1/k k1 allk k-1
T(x):u<k2—1)_%<k+1(“"$) e >

~ si k > 1, le chien attrapera le maitre a |'instant

ak
AT

¢ 5 ) [2o788]




Syntheése

Si k > 1, le chien rejoint le mattre.

@ Point de rencontre :

1. Intro

(rr,yr)

(55

-1

3. Invariant

4. Cas particulier

ez




1. Intro 3. Invariant 4. Cas particulier

Syntheése
Si k > 1, le chien rejoint le mattre.

@ Point de rencontre :

@ Instant de capture :

: ) ez
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Syntheése

Si k > 1, le chien rejoint le maitre.

@ Point de rencontre :

o Instant de capture :

e Distance parcourue par le chien :

ak?

dp = Vchientr = kvitp = o

¢ ) ez




3. Le probleme des 4 scarabées

3.1 Enoncé du probléeme

3.2 Modélisation et équations
3.3 Simulation et visualisation
3.4 Résolution par symétrie



3. 4 Scarabées

2. Model 3. Simus 4. Solution

Les 4 scarabées de Gardner — énoncé

SCIENTIFIC
AMERICAN

——

Quatre scarabées — A, B, C et D — occupent les sommets d'un
carré de 10 pouces de coté. A et C sont males, B et D sont
femelles. Simultanément, A se dirige vers B, B vers C, C vers D,
et D vers A. Si tous les scarabées se déplacent a vitesse constante,
ils décrivent quatre spirales logarithmiques congruentes qui se
rejoignent au centre du carré. Quelle distance parcourt chaque
scarabée avant de se rencontrer ? Le probléme peut se résoudre
sans calcul différentiel.

5 ) (20788




1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion

2. Model 3. Simus 4. Solution

Les 4 scarabées de Gardner — énoncé

SCIENTIFIC
AMERICAN

-

FOUR-BUG PROBLEM STV CENTS

Quatre scarabées — A, B, C et D — occupent les sommets d'un
carré de 10 pouces de coté. A et C sont males, B et D sont
femelles. Simultanément, A se dirige vers B, B vers C, C vers D,
et D vers A. Si tous les scarabées se déplacent a vitesse constante,
ils décrivent quatre spirales logarithmiques congruentes qui se
rejoignent au centre du carré. Quelle distance parcourt chaque
scarabée avant de se rencontrer ? Le probléme peut se résoudre
sans calcul différentiel.

Nota Bene

Les mouvements sont interdépendants (# courbe du chien)

5 ) (20788




2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion

1. Présentation

Position du probleme

Yy
0o o
Hypothéses ®%o o , o
. oy C(1)
4 scarabées (k € {1,2,3,4}) (h, °°
@ a ¢t = 0 aux sommets d'un carré de coté /, °°
@ se déplacent & la méme vitesse constante v, & &
£ \
@ k poursuit k+ 1 (mod 4). - d,('jl(/) v
o \ "/
Position du k-éme scarabée a l'instant ¢ : : 4
2
o Ct) Yoo
o 0000

CH(t) = («"(t),9"(1), ke{1,2,3,4}

Nz




3. 4 Scarabées 2. Model 3. Simus 4. Solution

Programmer avant de mathématiser
At intervalle de temps (fixé arbitrairement)
Ck ~ C¥(t,) position approchée du scarabée k a I'instant t,, = nAt.

: ) ez




1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion 2. Model 3. Simus 4. Solution

Programmer avant de mathématiser
At intervalle de temps (fixé arbitrairement)
Ck ~ C¥(t,) position approchée du scarabée k a I'instant t,, = nAt.

Principe d’une approximation

A l'instant ¢,,, chaque scarabée k avance en ligne droite a vitesse v pendant At vers la position du
scarabée k 4+ 1 (mod 4).

ez




1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion I

Programmer avant de mathématiser
At intervalle de temps (fixé arbitrairement)
CF ~ Ck(t,) position approchée du scarabée k a I'instant ¢, = nAt.

Principe d’une approximation

A l'instant t,,, chaque scarabée k avance en ligne droite a vitesse v pendant At vers la position du
scarabée k 4+ 1 (mod 4).

Récurrence :

Ck position initiale connue
k+1 _ ok
Cn — Cn

k _ 'k
Cn_,’_l—Cn"‘At’Um

Critére d'arrét : |CEH! — CF|| < ¢

¢ > ez
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Programmer avant de mathématiser
At intervalle de temps (fixé arbitrairement)
CF ~ Ck(t,) position approchée du scarabée k a I'instant ¢, = nAt.

Principe d’une approximation

A l'instant t,,, chaque scarabée k avance en ligne droite a vitesse v pendant At vers la position du
scarabée k 4+ 1 (mod 4).

Récurrence :

Ck position initiale connue
k+1 _ ok
Cn — Cn

k _ 'k
Cn_,’_l—Cn"‘At’Um

Critére d'arrét : |CEH! — CF|| < ¢
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1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion I

Programmer avant de mathématiser
At intervalle de temps (fixé arbitrairement)
CF ~ Ck(t,) position approchée du scarabée k a I'instant ¢, = nAt.

Principe d’une approximation

A l'instant t,,, chaque scarabée k avance en ligne droite a vitesse v pendant At vers la position du
scarabée k 4+ 1 (mod 4).

Récurrence :

Ck position initiale connue
k+1 _ ok
Cn — Cn

k _ 'k
Cn+1—Cn+Atvm

Critére d'arrét : |CEH! — CF|| < ¢

Résultat observé

Trajectoires : spirale (logarithmique), symétriques, convergeant vers
le centre.

¢ ; ) [3i748]




1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion . Inii 2. Model

Mise en équation

Trajectoire du scarabée k :
Ck+1(t) _ Ck(t)

3. Simus 4. Solution

(O =" jornn -

Il s'agit de 8 EDOs couplées (pour ¢ +— z¥(t) et t > y*(t), k=1,...,4) :
(.’L’k)l(t) = mk+1(t) ( )
\/(xk-i-l — zk( ))2 + ( k(¢ yk(t>)2’
W) = v ) |
\/(mk+1 — 2k (t )2 + (gt yk(t))2

) (32748




3. 4 Scarabées 2. Model 3. Simus 4. Solution

Raisonnement intuitif — Gardner

Le mouvement d'un scarabée est perpendiculaire 3 celui du scarabée qu'il

poursuit, donc

Cl

e



https://mathworld.wolfram.com/LogarithmicSpiral.html

1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion I

Raisonnement intuitif — Gardner

Le mouvement d'un scarabée est perpendiculaire d celui du scarabée qu'il

poursuit, donc c!
@ a chaque instant, les 4 scarabées restent aux quatre sommets d'un
carré de centre (0,0) qui rétrécit et tourne
]
02

¢ > e
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1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion I

Raisonnement intuitif — Gardner

Le mouvement d'un scarabée est perpendiculaire d celui du scarabée qu'il

poursuit, donc c!
@ a chaque instant, les 4 scarabées restent aux quatre sommets d'un
carré de centre (0,0) qui rétrécit et tourne
@ temps de capture = temps si le poursuivi est immobile
]
02

¢ > e



https://mathworld.wolfram.com/LogarithmicSpiral.html

Raisonnement intuitif — Gardner

Le mouvement d'un scarabée est perpendiculaire d celui du scarabée qu'il
poursuit, donc

@ a chaque instant, les 4 scarabées restent aux quatre sommets d'un
carré de centre (0,0) qui rétrécit et tourne

@ temps de capture = temps si le poursuivi est immobile

@ la vitesse relative dans la direction radiale est constante : le scarabée
se rapproche du centre de maniére uniforme en “angle constant”.

Cl
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1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion

Raisonnement intuitif — Gardner

Le mouvement d'un scarabée est perpendiculaire d celui du scarabée qu'il
poursuit, donc

@ a chaque instant, les 4 scarabées restent aux quatre sommets d'un
carré de centre (0,0) qui rétrécit et tourne

@ temps de capture = temps si le poursuivi est immobile

@ la vitesse relative dans la direction radiale est constante : le scarabée
se rapproche du centre de maniére uniforme en “angle constant”.

Conclusion
@ Distance parcourue par chaque scarabée : ¢ (coté du carré initial)
@ Durée de la poursuite : ¢/v

@ Trajectoire : spirale logarithmique neeps: //mathvoria. worsran. con/Logaritnmicspirar nom

Cl
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3. 4 Scarabées

Symétrie ~~ Passage aux coordonnées polaires

Paramétrisation :

Notation

La position CF(t) s'écrit :
o Cartésiennes : (z*(t), y*(t)).
@ Polaires : (r¥(t) : 0 (t)).

e
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2. Model 3. Simus 4. Solution

Symétrie ~~ Passage aux coordonnées polaires

Paramétrisation :

Notation
La position CF(t) s'écrit :
o Cartésiennes : (z*(t), y*(t)).
@ Polaires : (r¥(t) : 0 (t)).
Le vecteur vitesse (CF)/(t) s'écrit :
e Cartésiennes : ((z%)'(t), (y*)'(1)).

@ Polaires : ((7F)'(t) : 7% (t)(0%)'(¢)).

https://mathworld.wolfram.com/PolarCoordinates.html

D
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3. 4 Scarabées 2. Model 3. Simus 4. Solution

Equations différentielles en coordonnées polaires
Par symétrie, il suffit d'étudier le scarabée k = 1 (on omettra le k), de position initiale

- (39)-(3)

e
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Equations différentielles en coordonnées polaires
Par symétrie, il suffit d'étudier le scarabée k = 1 (on omettra le k), de position initiale

cw-(39)-(3)

En projetant la vitesse C'(t) = (r/(¢) : #(¢)8'(t)) sur (e, eg) on obtient

0 = (cveos () s -vsin (7)) = (-5~ 5)

e




1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion

Equations différentielles en coordonnées polaires

Par symétrie, il suffit d'étudier le scarabée k = 1 (on omettra le k), de position initiale

cw-(39)-(3)

En projetant la vitesse C'(t) = (r/(¢) : #(¢)8'(t)) sur (e, eg) on obtient

ce qui donne

T’(t>:—%7 , ., 3 v 76*’Ut

r0() = —25 )=r0)-Zt=—%

7'(0> = 452’7 _ . /r(t) _ Z ) B Uit
0(0):\%[ 0(t) =6(0) +1 (’r( )) 1 +1 <1 é)

e



3. 4 Scarabées 2. Model 4. Solution

Syntheése

o Trajectoire du scarabée £ :
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1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion I

Syntheése

@ Trajectoire du scarabée f :

o Trajectoire logarithmique

0(t) = 0(0) + In (:j(((t)))) ~oor(t) = r(O)e‘g(t)_e(o) ~ () = T(O)e(g_‘g(o)) = \éfe(e—g)

¢ ; ez




1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion I

Syntheése

@ Trajectoire du scarabée £ :

o Trajectoire logarithmique

0(t) = 0(0) + In (:j((é))) ~oor(t) = T(O)e‘g(t)_e(o) ~ () = T(O)e(e—a(o)) = ;6(9_4)

@ Durée de la poursuite : la capture a lieu quand r(t) =0 ~ tp =

¢ ) ) [36/46]
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Syntheése

@ Trajectoire du scarabée £ :

o Trajectoire logarithmique

0(t) = 0(0) + In (:j((é))) ~oor(t) = T(O)e‘g(t)_e(o) ~ () = T(O)e(e—a(o)) = ;6(9_4)

. . 14
@ Durée de la poursuite : la capture a lieu quand r(t) =0 ~ tp = -

o Distance parcourue par chaque scarabée = vty =/

¢ ) ) [36/46]




1. Présentation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion I

Syntheése

@ Trajectoire du scarabée £ :

o Trajectoire logarithmique

0(t) = 0(0) + In (:j((é))) ~oor(t) = T(O)e‘g(t)_e(o) ~ () = T(O)e(e—a(o)) = \éfe(e—g)

. . 14
@ Durée de la poursuite : la capture a lieu quand r(t) =0 ~ tp = -

o Distance parcourue par chaque scarabée = vty =/

Remarque : une approche plus élégante consiste a utiliser les nombres complexes

; ez




3. 4 Scarabées 2. Model 4. Solution

Généralisations : polygones réguliers a n cotés

@ n scarabées initialement aux sommets d'un polygone régulier, se poursuivant a vitesse v constante.
Par symétrie, on étudie un seul scarabée.

: 5 NEZD




entation 2. Chien 3. 4 Scarabées 4. Conclusion 2. Model 3. Simus 4. Solution
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@ n scarabées initialement aux sommets d'un polygone régulier, se poursuivant a vitesse v constante.
Par symétrie, on étudie un seul scarabée.
@ On notera

o s = —1 si la poursuite est dans le sens horaire, s = 1 sinon.
o a = 5 — 3 I'angle entre le vecteur vitesse et le rayon, avec § =
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@ La projection de la vitesse v sur le repére polaire donne

(r'(t) : r(t)0' (1)) = C'(t) = (—vcos(a) : susin(a)) = (—vsin(B) : svcos(B)).
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@ n scarabées initialement aux sommets d'un polygone régulier, se poursuivant a vitesse v constante.
Par symétrie, on étudie un seul scarabée.

@ On notera

o s = —1 si la poursuite est dans le sens horaire, s = 1 sinon.
o a = 5 — 3 I'angle entre le vecteur vitesse et le rayon, avec § = 7.

n

@ La projection de la vitesse v sur le repére polaire donne
(r'(t) : r(t)0' (1)) = C'(t) = (—vcos(a) : susin(a)) = (—vsin(B) : svcos(B)).

@ Solution

{r’(t) = —vsin(f), . r(t) = r(0) —vsin(B)t,
r(t)0'(t) = svcos(fB), 0(t) = 6(0) + oy ln(:‘(&)),
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Généralisations : polygones réguliers a n coteés

@ n scarabées initialement aux sommets d'un polygone régulier, se poursuivant a vitesse v constante.
Par symétrie, on étudie un seul scarabée.

@ On notera

o s = —1 si la poursuite est dans le sens horaire, s = 1 sinon.
o a = 5 — 3 I'angle entre le vecteur vitesse et le rayon, avec § = 7.

@ La projection de la vitesse v sur le repére polaire donne
(r'(t) : r(t)0' (1)) = C'(t) = (—vcos(a) : susin(a)) = (—vsin(B) : svcos(B)).

@ Solution

r'(t) = —vsin(B), . r(t) = r(0) — vsin(B)t,
r(£)0/ (1) = svcos(B), 0() = 0(0) + gy I (51 )

@ Conclusion : les trajectoires sont des spirales logarithmiques convergeant vers le centre, le temps

pour y parvenir est tp = v;go()/a) et la distance parcourue est T(%.
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Vitesse variable du maitre et/ou du chien (fonction du temps et/ou de la distance)

Plusieurs proies

Géométrie des poursuivants (polygones, figures quelconques, 3D) ...

Problémes de poursuite-évasion (stratégie du poursuivant vs de I'évadé), approche déterministe ou
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Conclusion

Extensions des modéles et situations complexes
@ Angle constant entre direction du chien et droite chien-maitre

Chien prédit la position du maitre en ¢ + At

Vitesse variable du maitre et/ou du chien (fonction du temps et/ou de la distance)

Plusieurs proies

Géométrie des poursuivants (polygones, figures quelconques, 3D) ...

Problémes de poursuite-évasion (stratégie du poursuivant vs de I'évadé), approche déterministe ou

stochastique

@ Problémes de contréle optimal (atteindre la cible le plus rapidement possible et/ou éviter le
poursuivant le plus longtemps possible)

Calcul numérique appliqué aux courbes de poursuite
@ Choix parmi plusieurs schémas numériques
@ Simulations dans les cas complexes

@ Solutions exactes : souvent partielles et limitées a des cas “simples’ mais essentielles pour validation
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4. Conclusion

Simulations de la courbe du chien — cas 1

Courbe du chien - k dog = 1.5 Courbe du chien - k dog = 1.0 Courbe du chien - k dog = 1.0

Maitre H
- Trjectolre exacte ! -~ Trjectolre exacte.
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4. Conclusion

Simulations de la courbe du chien — cas 2

Courbe du chien - k_dog = 1.5 Courbe du chien - k_dog = 0.7
15
4
1.0
3
0.5
2 —— Chien 00 —— Chien
—— Maitre : —— Maitre
-0.5
1
-1.0
0
-15
-1
-1 0 1 2 3 4 5 6 -15 -10 -05 00 05 10 15 20
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4. Conclusion

Simulations de la courbe du chien — cas 3

Retour aux résultats

Courbe du chien - k dog = 1.1

Courbe du chien - k dog = 0.3 Courbe du chien - k dog = 1
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4. Conclusion

Simulations poursuite mutuelle - polygone régulier

Poursuite des scarabées (5 cétés) Poursuite des scarabées (6 cotés)

Poursuite des scarabées (4 cétés)
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4. Conclusion

Simulations poursuite mutuelle - quelconque
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