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Résumé
Ce travail porte sur la modélisation mathématique et la simulation numérique directe du changement de phase liquide-vapeur pour des écoulements de fluides compressibles. Nous utilisons un modèle diphasique à
interface diffuse et nous montrons que par un processus de relaxation on peut obtenir une loi d’état complète pour le mélange liquide-vapeur à saturation. Cette étape de relaxation est consistante avec d’une part
la description thermodynamique classique des équilibres liquide-vapeur et d’autre part l’optimisation d’une fonctionnelle convexe des espaces des états. Une analyse mathématique des propriétés de cette loi d’état
permet de montrer que le système des équations d’Euler fermées par cette loi d’état est strictement hyperbolique. Nous proposons donc un schéma d’approximation numérique consistante avec cette approche.

1. Position du problème : cadre diphasique avec interface diffuse

¦
:::::::::::
Deux

:::::::::
lois

::::::::::::::
d’état

:::::::::::
pour

:::::::::::::::::
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:::::::::::::::::::::::::::::::
phase pure

::::::::::::::::::
α= 1,2 :

§ τα volume, εα énergie interne ;

§ (τα,εα) 7→ sα entropie (avec hessienne déf. strict. nég.) ;

§ Tα :=
(
∂sα
∂εα

∣∣∣∣
τα

)−1

température, Pα :=Tα

∂sα
∂τα

∣∣∣∣
εα

pression ;

§ (Pα,Tα) 7→ gα :=εα+Pατα−Tαsα enthalpie libre (de Gibbs) ;

§ eα :=εα+ u2

2 énergie totale.

¦
::::::::
Une

:::::::
loi

::::::::::::::
d’état

::::::::::::
pour

:::::
le

:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
mélange hors équilibre :

§ yα fractions massiques, ∑
α

yα= 1 ;

§ zα fractions volumiques, ∑
α

zα= 1 ;

§ τ :=∑
α

yατα volume, 1
τ
= ρ =∑

α
zαρα densité ;

§ ε :=∑
α

yαεα énergie interne ;

§ (τ,ε) 7→σ :=∑
α

yαsα(τα,εα) entropie hors équilibre ;

§ e :=ε+ u2

2 énergie totale.
z ∈ [0,1] donne la position de l’interface
Γ(t) := { (x, t) tels que 0< z(x, t)< 1 }

2. Changement de phase du 1er ordre : équilibre thermique, mécanique et chimique

(τ,ε) 7→σ=∑
α

yαsα

entropie hors équilibre
Dans le mélange

T1=T2
P1=P2
g1=g2−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

Construction :
max

(yα,τα,εα)
σ(τ,ε)

(cf. [2, 5, 6])
ou

enveloppe concave du
max{ s1(τ,ε),s2(τ,ε) }

(cf. [7])

(τ,ε) 7→ seq

entropie à l’équilibre

Par conséquent (τ,ε) 7→ seq a hessienne définie strictement négative dans les phases pures,
négative non strictement dans le mélange.

Exemple : étude complète du cas Gaz Parfait / Gaz Parfait
Soit (τα,εα) 7→ sα := cvα ln

(
εατ

γα−1
α

)
avec

cv1(γ1−1) 6= cv2(γ2−1), cv1 6= cv2 et cv1γ1 6= cv2γ2 (cf. [3, p.228]).
Le calcul de seq est ramené au problème f (T)= 0 où f : (0,+∞)→R s’écrit

f (T) :=
{
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+
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+

+[
τ
(
cv2 − cv1

)]
.

3. Système hydro-thermo-dynamique à l’équilibre instantané


∂tρ+div(ρu)= 0
∂t(ρu)+div(ρu⊗u+P)= 0
∂t(ρe)+div((ρe+P)u)= 0

avec P(ρ,ε)=
∂seq

∂τ

∣∣∣∣
ε

∂seq

∂ε

∣∣∣∣
τ

Nous avons prouvé que
¶ le système des équations d’Euler muni de la loi d’état (τ,ε) 7→ seq est strictement hyperbolique ,

· la vitesse du son (τ,ε) 7→ c :=−τ2T

(
P2∂

2seq

∂ε2 −2P
∂2seq

∂ε∂τ
+ ∂2seq

∂τ2

)
est C0 par morceaux.

4. Résolution numérique : schéma à pas fractionnaires

Vn Étape convective−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Résolution numérique avec le schéma

quasi-conservatif à 5 équations (cf. [1])
du système homogène à l’équilibre

�� ��thermique


∂tρ+div(ρu)= 0
∂t(ρu)+div(ρu⊗u+P)= 0
∂t(ρe)+div((ρe+P)u)= 0{
∂tz+u· grad z = 0
∂t y+u· grad y= 0

T1 = T2

Vn+1/2 Étape de relaxation−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Projection sur la variété d’équilibre�� ��thermique, mécanique, chimique

définie par la surface
(τ,ε) 7→seq(τ,ε)

Vn+1

5. Un exemple monodimensionel
On suppose qu’il y a 3 bulles de vapeur immergées dans le liquide. Les deux phases sont initialement immobiles. On crée artificiellement une compression en imposant une vitesse fictive sur les mailles à gauche
du domaine afin de simuler le mouvement d’un piston. On observe que ce mouvement va générer une onde se déplaçant de la gauche vers la droite. Lorsqu’elle atteint une bulle, elle va perturber l’équilibre
thermo-mécanique et les bulles de vapeur vont se liquifier.

Données initiales du problème de Riemann
¦ 1D : un domaine de 1 m de longueur,
¦ caractéristiques des fluides :

Liquide Vapeur
cv

[
J·kg-1·K-1] 1816.2 1040.14

γ (= cp/cv) 2.35 1.43

¦ u|t=0 = 0 m/s de chaque coté de l’interface,
¦ T|t=0 = 400 K dans tout le domaine,
¦ (P,τ1,τ2)|t=0 (T) tels qu’il y a équilibre.

Géométrie
¦ Droite : mur,
¦ Gauche : piston upiston =+200 m/s.

Profil de l’interface
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