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Premiére partie .

Devoir maison

Le DM sera évalué. Vous avez jusqu'au 1 mars 2013 pour rendre un rapport.
Vous pouvez écrire le rapport seul ou en bindme avec un autre membre de votre

groupe.
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[. Etade 4'é 7 7
. egaaliond
Cas linéaire On considére des équations linéaires qui s’écrivent sous la forme

0¢(u(t, x)) +a(t,x)0x(u(t, x)) + b(t,x)u(t,x) = f(t,x), t>0, xeR,
u(x,0) = g(x) xeR.

Calculer la solution faible u(¢, x) pour ¢ =0 et x € R des problemes suivants en utilisant la méthode des caractéristiques :

Dans la correction on utilise les notations du chapitre 3.

O;u+x0,u=0 xeR, t>0
" w0, x) = x* X€eR,

t

a(t,x)=x, b(t,x)=f(t,x) =0, g(x) = x* donc pour (f, %) donné on a x(1) = %e - et donc

u(i, %) = g(x(0) = g(ke ") = (fce‘ff

2 (t+1)0;u+0,u=0 xeR, t>0
" uo,x) =x x€ER,
a(t,x) = ﬁ b(t,x) = f(t,x) =0, g(x) = x donc pour (f, %) donné on a x(1) = i’Jrlll(%) et donc
w(t,£)=gx0)=gE-In(+1)=2-In(Z+1)
3 O;u+xtocu=t xeR, t>0
" w0, x) = x? XEeR,
a(t,x) =xt, b(t,x)=0, f(t,x)=1t, g(x) = x2 donc pour (, %) donné on a x(1) = fce“’z’iz)/z et donc
. ! 29 ! , g2 2
u(t,x) :g(x(O))+f f(s,x(s)ds=g(xe " /2)+f sds=3%%e”" + >
0 0
4.

Oiu+0 u+u=e 2% xeR, t>0
u(0,x)=0 xeR,

a(t,x)=1,b(t,x) =1, f(t,x) = e" 2%, g(x) = 0 donc pour (#, %) donné ona x(t) = X+ t — f et donc

. P TR TS PV
u(i, i’) _ g(x(O))eit +f e—.wz,\(.\)ef(t—s)ds — g(fr— l‘)eit + iez.\—r _ Eez,\—t'
0

Cas non-linéaire On consideére I'équation non-linéaire

0¢(u) +0x(q(w) =0, avecq(u)= @
u(x,0) = g(x).

Donner 'unique solution faible entropique u(t, x) pour ¢ = 0 et x € R des problémes suivants en utilisant la méthode des
caractéristiques. Justifier clairement la réponse avec tous les dessins nécessaires.

2 -y P
Dans la correction on utilise les notations du chapitre 4. On a q(u) = u—%, q'(u) = 1-u, (gH 12 ';(‘)’) =1- %;(? et

[7
q" (u) = —1 (le flux est concave). L'équation de la caractéristique de pied (¢,0) est donc x(f) =&+ q'(gE)t =&+ (1—gE)t.
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3 <1,
Léquation de la caractéristique de pied (¢, 0) est x(¢) = ° d
E+t, E>1.
|
1

La donnée initiale du probleme de Riemann a un saut décroissant et le flux est concave donc 1'unique solution
entropique présente une onde de raréfaction centrée en (1,0).

IW
1 X

X

La solution est donc

1, x<1,
u(x, t) = l—x—;l, l<x<l+t,
0, x>1+t¢.
u
t=0
t=0.5
" r=1
2. g(x) = Osix<l1,
& 1six>1,
L . L . {+t, &<,
L'équation de la caractéristique de pied (¢,0) est x(¢) =
¢, ¢>1.
7
1 X

La donnée initiale du probléeme de Riemann a un saut croissant et le flux est concave donc I'unique solution entropique
présente une onde de choc qui part en (1,0). Pour calculer I'équation x = s(¢) de 'onde de choc on utilise les relations
de RANKINE-HUGONIOT :

_qur)—q(ug) | urtur 1

'
s (D)
Ur — Uy, 2 2

avec la donnée initiale s(0) = 1. On trouve donc x = s(¢) =1+ % t.

0, x<l+31f
u(x, t) = ]
1, x>1+§t.

La solution est donc

© G. FACCANONI 7
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u
=0
r=0.5
" r=1
2six<1,
3. gx)=<1six€e]l;2],
0six>2,
E—t, &<1,
L'équation de la caractéristique de pied (¢,0) est x(¢) =4 ¢, 1<¢é<2,
E+t, E>2.
t
1 2 X

La donnée initiale a deux sauts décroissants, un en x = 1 et 'autre en x = 2. Puisque g est concave, on s’attend a ce
que la solution faible entropique présente deux ondes de raréfaction centrées I'une en (1,0) et I'autre en (2,0).

1 2 X
2, six<1l-t¢,
1-X1) sil-r<xs1,
ulx, =<1, sil<x<2,
1-%25, siz<x<2+1,
0, six>2+t.
u =0
r=15
N
r=3

O0six<l1,
4. g(x)=<1sixe]l;2],
2six>2,

Elle a deux sauts croissants, un en x = 1 et un en x = 2. Puisque g est concave, on s’attend a ce que la solution faible
entropique présente deux ondes de choc qui partent de (1,0) et de (2,0).

&+t &<,

> En effet, I'équation de la caractéristique de pied (¢,0) est x(7) =1 &, 1<é<2,
T z
E—t, ¢>2.

8 © G. FACCANONI
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> Pour calculer les équations des deux ondes de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :

> choc de pied (1,0)
/ _ qlup)—q(ug) _ up+ur _ 1
s(0)= Up—ur 1- 2 T2

s(0)=1
d'ott x=s(t) = %t+1;
> choc de pied (2,0)

Iepy — Qur)=qur) _ 1 uptwy, _ 1
§ (t) - UR—UJ, - 1 2 - 2

s0)=2

d’ou x = s(¢) :—%t+2.

1 2 X

Ces deux chocs vont ensuite interagir a partir d'un (x*, t*) qu’on détermine en résolvant le systéeme linéaire

x:%t+1,
__1
x——§t+2.

On obtient ainsi le pied de la nouvelle onde de choc qui est (x*, r*) = (%, 1). Donc la solution pour 0 < t < 1 est

0, six<ir+l,
ux,)=<{1, sigr+l<x<-3r+2,
2, six>—%t+2,

> Pour f = 1 seul les données initiales pour x < 1 et x > 2 sont transportées et ce nouveau choc, qui part de (%, 1),
vérifie encore la relation de RANKINE-HUGONIOT :

feey — QUR)—q(ur) _ 1 up+up _
s(n)= UR—UL =1 2 =0

s()=3

doux=s(t)= %

7 \

2N

1 2 X
Lunique solution faible entropique pour tout ¢ > 0 est donc

0, six<min{%t+l,%},
ulx,t)=<1, si%t+1<x<—%t+2,

2, six>max{—%t+2, %},

© G. FACCANONI 9
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u
— =0
— =05
r=1
X
2six<l1,
5. gx)=40six€e]l;2],
1six>2.
é_t’ (f<1,
L'équation de la caractéristique de pied (£,0) est x(¢) =< &+, 1<éE<2,
¢, &>2.
r
1 2 X

On s’attend donc a ce que la solution faible entropique présente une onde de raréfaction centrée en (1,0) et une onde
de choc qui part de (2,0) et que, apres un certain temps, les deux ondes interagissent.
> Lararéfaction est comprise entre la droite d’équation x(¢) = 1 — ¢ et la droite d’équation x(¢) = 1+ ¢ et a équation

t-0

o (x—1 x-1
ux,=0@q) |——|=1- ;

> Pour déterminer I'équation de 'onde de choc qui a pied en (2,0) on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :

Iepy — quRr)—qur) _ up+ur _ 1
{S () = Up—ur 1- 2 T2

s(0)=2
doux=s(t)= %t+2.

Ces considérations sont valables jusqu’a ce que 'onde de choc et 'onde de raréfaction se touchent, c’est-a-dire
jusqu’a ¢ = 2. Donc la solution pour 0 < ¢ < 2 est

2, six<1l-t,

1-21 sil-r<x<t+1,
u(x, 1) = . ]

0, 51t+1<x<§t+2,

1, six>%t+2.

1 2 3 X

> Pour ¢ > 2 on continue a avoir une onde de choc mais I’état gauche n’est plus constant car il est donné par la
raréfaction i.e. uy = 1— &l_l donc le nouveau choc a pied en (3, 2) et vérifie

0_(s(t)—l 2
s'(f) = qup)—qur) _ 1— 4rtur _ ] _ s(n-1
T ugmur 2 Ty T2

s(2)=3

10 © G. FACCANONI
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d’oi1 'équation x = 1 + v/21.

Lunique solution faible entropique pour ¢ > 0 est donc

2, six<1l-t,
l—x—;l, sil—t<x<min{l+1t1+21},
u(x,)=140, sil+r<x<30+2,
1, six>3r+2etr<2,
1, six>1+v2retr=2.
" —1=0
— =1

t=3
SN SU—

© G. FACCANONI 11
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2. Etude d 'un systéme typertboligue
On considere le systeme de Aw et RASCLE pour la modélisation macroscopique du trafic routier :

{6tp +0x(pu) =0,

avec xeR, t>0, 2.1)
0¢(p(u+p(p)) +0x(pu(u+p(p)) =0,

ol p > 0 est la densité des véhicules, u leur vitesse moyenne et p joue le role d'un facteur d’anticipation (on assume p’(p) > 0 et
1
p'(p)=0).

Sous forme vectorielle ce systéme s’écrit
0,U+0,FU)=0

ayant défini

p pu
U= , FU) = .
(p(u N p(p))) © (pu(u N p(pn)
1. Soit W = (p, u), alors le systeme (2.1) se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la forme quasi-linéaire
0 W+AW)o,W=0. (2.2
Montrer que la matrice A(W) s’écrit
6 u-rvo)
0 u-pp'p)
On développe les dérivées du systéme (2.1) pour des solutions régulieres :
0tp+0x(pu) =0,
0/ (p(u+ p(p)) +0x(pu(u+ p(p)) =0,
U

0y (p)+ Uax(p) + pax(u) =0,
p0:(u+p(P)+ (u+ p(p)o:(p) + (pw)dx(u+ p(p)) + (u+ p(p))pdx(u) + (u+ p(p)) ud«(p) =0,

!

0:(p) + ud«(p) + pox(u) =0,
0 (1) +pp' (P)0:(p) + (1 + p(p))0:(p) + (pw)0x () + (pu) p' (p)0x () + (u+ p(p)) POx (1) + (u+ p(p)) udy(p) =0,

!

0+(p) + udy(p) + pox(u) =0,
0r(u) + (u—pp'(p)0x(u) =0.

2. Calculer les deux valeurs propres 1; (W) et 1,(W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1; (W) < 1, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite {r; (W),r>(W)}. En déduire que le
systeme (5.1) est strictement hyperbolique. (Que se passe-t-il quand p — 07?)

On cherche les deux solutions 1 (W) et A, (W) de I’équation det(A(W) — A(W)Id) = 0, c’est-a-dire de 'équation
(w—-N(u—-pp'(p)—A) =0.
On obtient
M=u-pp' (o), A2 = u.

On peut alors prendre comme vecteurs propres a droite associés a ces valeurs propres les deux vecteurs

2= (o
lfpr(p)) 2*0-

Puisque p'(p) > 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes donc le systéme (2.1) est strictement hyperbolique. Si p — 0,
A est une matrice diagonale dont les deux valeurs propres sont égaux a u.

12
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3. Vérifier que le champs 1 est vraiment non linéaire tandis que le champ 2 est linéairement dégénéré. Quelle est la nature du
2-champ ? Autrement dit, il s’agit d'un choc, d’'une détente ou d’'une discontinuité de contact?

Pour déterminer la nature des champs caractéristiques on calcule (VAy) " -1 pour k=1,2:

VAT -1 = 2p' (p)+pp"(0) >0 = le 1-champ est VNL
(VA" =0 = le 2-champ est LD

4. On note I I'invariant de Riemann du k-éme champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible pour I et I, est

11=u+p(p), 12212.

On vérifie que (VI) T -1y =0pourk=1,2:

vipT -t =-p'(p)+p'(p) =0, (VE)T -1y = (VAT -1y = 0.

5. Considérons le 2-champ. Quelle est la vitesse ¢, de cette discontinuité ? Expliciter les états W = (p, u) qui peuvent étre relié
a un état droit Wy par une discontinuité de vitesse 7.

Le 2-champ est un champ linéairement dégénéré, donc on a une discontinuité de contact. La condition sur l'invariant de
Riemann donne I, (W) = I, (Wg), c’est-a-dire u = up et la discontinuité se déplace a la vitesse 6, = u = ug.

6. Pour un état gauche Wy = (pr, ur) donné on cherche les états W = (p, u) qui peuvent étre relié a Wy par une 1-onde de
détente. Montrer que u > uy et p < pr. Calculer u en fonction de pz, uy et p. Plus précisément, montrer que u peut se
mettre sous la forme

u=ur+rprp)

en explicitant la fonction r. Etudier la fonction p — u = u; + r(pr, p) et tracer son graphe dans le plan (p, u).

La condition d’entropie A;(Wp) < A1 (W) s’écrit up —prp’(pr) <
u—pp'(p),doncu>u;—prp'(pr)+pp'(p). Dans une détente les
invariants de Riemann sont conservés, ici I; (W) = I; (Wy), donc
u+ p(p) = ur + p(pr) et on obtient la courbe intégrale

u

ur,
u: p—ulp)=ur+plpr)—plp)

(fonction strictement décroissante et concave). Par conséquent
pLp'(p)+p(pr) > pp'(p)+p(p);lafonction f: p— pp'(p)+p(p)
est strictement croissante donc de f(pr) > f(p) on déduit p;, > p pL p
et par conséquent uy, < u.

7. Pour un état gauche Wy = (pr, ur) donné on cherche les états W = (p, 1) qui peuvent étre relié a Wy par une 1-onde de choc
entropique de vitesse ;. Montrer que les relations de RANKINE-HUGONIOT peuvent s’écrire sous la forme

Ji=plu-01)=prlur—o1),
(u+pE)pu—0o1)=(ur+plpr))prlur—o1).

Montrer que u < uy, et p > pr. Calculer u en fonction de py, uy et p. Plus précisément, montrer que u peut se mettre sous la
forme

u=ur+d(pr,p)
en explicitant la fonction d. Etudier la fonction p — u = uy + d(pz, p) et tracer son graphe dans le plan (p, u).

Les relations de RANKINE-HUGONIOT pour un 1-choc de vitesse ¢, s’écrivent

_ pu—prug
g1 =
P=PI
G— pu(u+p(p))—prur(u+ppr)
 plut+pE)—-prlur+plpr)

qu’'on peut réécrire comme

Ji=plu—01)=prlur—o1), . Ji=plu—01)=prlur—-o1),
(u+pENpu—01)=(urL+plp))prlur—o1). u+pp)=ur+plpr),

© G. FACCANONI 13
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14

et on obtient la courbe intégrale
u:p—ulp)=ur+plpr) —plp)
(fonction strictement décroissante et concave).
La condition d’entropie (Lax) demande a ce que la vitesse 7
vérifie u
/’ll(w) < 0--1 < AZ(W'))
01 <A1 (Wp),
c’est-a-dire up
u-pp'(p) <o <u,
o1<ur—prp'(pn). |
Par conséquent p(p) + pp'(p) > p(pr) + prp'(pr); la fonction

f:p— pp'(p)+ p(p) est strictement croissante donc de f(p) > PL p
f(pr) on déduit py < p et par conséquent uy, > u.

. AT'aide du dessin d’ondes dans le plan (p, u) résoudre le probléme de RIEMANN : pour un état gauche Wy, et un état droit

W}, on construira une solution composée d'une 1-onde et d’'une 2-onde séparant un état intermédiaire W*. On précisera les
valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes.

Soit un probléme de Riemann avec les deux états donnés suivants :
URr ’

W, = (pL), W, = (p* =p Y(—up+ur+ p(pL))), Wy = (PR)y
uj, Usx = UR 123:¢

La solution est constituée de trois états constants

séparés par deux ondes : la premiére est soit un choc soit une raréfaction, la deuxiéme est toujours une discontinuité de
contact de vitesse uz. On note que la courbe intégrale du 1-choc et la courbe intégrale de la 1-raréfaction ont la méme
expression, on parle alors de systeme de TEMPLE.

> Siup < uy onaun l-choc et la solution est

W;, six<oit,
UR—pPLU
W(x, 1) =< W,, sid1t<x<uRt,avecd1:M.
. Px=pPL
Wpg, six> upt,
u u
t. 2-ddc
W A1 !
ur, L ur, L 'l
1
1-choc W, 1
1
Uy = UR WR W, Uy = UR W, WR ,’
1
PR PL pPx P PL P« PR P y
Wy, 4 Wr
1
X

> Siup > uy onaune 1-raréfaction et la solution est

Wi, six<(ur—prp'(pp)t,

Wy, si(ur—prp'(pp))t<x<(ugp—-p«p'(p:)t,
W., si(ugr—p«p'(p:))t<x<ugt,

Wrg,

W(x, 1) =

Si x> ugt,

Pour calculer W, en un point (%, 7) a I'intérieure de I'onde de raréfaction (i.e. 1; (W) < ’—[‘ < A1 (W,)) on considere la
caractéristique qui relie (%, 7) a I'origine de 'onde (0,0). La vitesse caractéristique de 1'onde est % = A1 (W), c’est-a-
dire )—; =u—pp'(p). De plus, I'invariant de RIEMANN est conservé dans I'onde, c’est-a-dire u+ p(p) = ug + p(pr). Par
conséquent, p(X, f) est la solution de I'équation p(p) + pp’(p) = ur + p(pr) — ’—; etu(X,0)=-p&, D) +uL+plor).

© G. FACCANONI
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u u
W W
Ue = UR | o . Uy = UR w, R 1-détente t, 2-ddc
'l
1
w W I}
- L 0 L W, ;
1
1
1
PR Px pL P P« PLPR P 3
W 4 Wr
U
X
> Siugr=u;onaW, =W etlasolution est
W;, six<ugt,
Wi(x, 1) = .
Wpg, six>upt.
t. 2-ddc
'l
1
1
u u ;
1
WL ! WR
1
1
W* ZWL ]
Us = UR = UL | WR ot W, = W[ Uy = UR = U], o Wy i
1
PR P« =pL P P+ =pPL Pr P g

© G. FACCANONI
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Deuxiéme partie .

Rappels Théoriques



On cherche
u:RxR* =R
(x, 1) — u(x, t)

solution faible du probleme

Orul(t,x)+a(t, x)0xult,x)+b(t, x)u(t,x)=f(t,x), xeR,t>0,
u(x,0) = g(x), x€eR.

Soit (f, %) €]0; +oo[xR donné. On appelle courbe caractéristique passant par (f, %) la solution (si elle existe) du probleme de
CAUCHY

x'()=alt,x(®) t>0,

x(H) =x.

En particulier, si a(t, x) = A constante, alors x(t) = X + A(t — 1).

Notons v(f) = u(t, x(1)) la restriction de u a la courbe caractéristique. Alors u(Z, %) = v(f) et'ona
V(1) = 0,u(t, x(1) + x' (D0, u(t, x(1) = 0,u(t, x(1)) + a(t, x(£)dx u(t, x(1)).
> Sib(t,x) = f(t,x) =0 pour tout (¢, x) € [0; +oo[xR alors v/ () = 0 donc
u(t, %) = v(f) = v(0) = u(0, x(0)) = g(x(0)).

En particulier, si a(t, x) = A constante, alors x(t) = X + A(t — ) et donc u(, %) = g(X — Al).

> Si f(t,x) =0 pour tout (z, x) € [0; +oo[xR alors v'(¢) + b(t, x(1))v(¢) = 0 donc
v(t) = U(O)e_fot b(s,x(s))ds _ u(0, x(0))e™ fot b(s,x(s)ds _ g(x(0)e” foz b(s,x(s))ds.

On a alors R
A A ~ _rt
u(i, &) = v(d) = g(x(0)e”Jo PExs,
En particulier, si b(t,x) = B constante, alors u(i, %) = g(x(0))e Bi, Si, de plus, a(t, x) = A constante, alors x(t) = X + A(t — ) et donc u(i,X) = g(X — Al)e BI,
> On doit résoudre 'EDO v/ (1) + b(t, x(1)) v(t) = f(t, x(t)). Comme on connait déja la solution de I'équation homogene, il ne
reste a calculer qu'une solution particuliére de I’équation compléte et on trouve

u(h, %) = v(i) = ()¢~ VeXs f t s, x(8)) e VIS g = g0y o DisxNds f t Fis,x(s))e~ s PO g
0 0
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On cherche
u:RxR"—R
(x, 1) — u(x, 1)
solution faible entropique du probléme
0;u+0,q(u)=0, xeR,t>0,
{u(x,O):g(x), x€eR,
avec le flux

q:R—R
u—qu)

Courbes caractéristiques : on appelle courbe caractéristique de 'EDP une courbe x = x(#) dans le demi-espace ¢ > 0 le long de
laquelle la solution u est constante.
Si pour un point (x, t) passe une et une seule caractéristique et cette caractéristique a pied en (¢, 0), alors u(x, t) = g(&).
La caractéristique de pied (¢,0) a équation
x(t)=¢+q (gt

Pour ¢ suffisamment petit, la solution u est définie implicitement par 'équation
u=gx-q'@géne.

Condition de Rankine-Hugoniot : si deux caractéristiques se croisent elles générent une discontinuité dans la solution.
La courbe de discontinuité est appelée onde de choc et si elle est réguliere et a équation x = s(#) alors u doit vérifier les
relations de RANKINE-HUGONIOT : si on appelle ug et u; respectivement les traces de u a droite et a gauche de la courbe de
choc,on a
_qur(s(), D) — q(ur(s(1),1)
ur(s(t), ) —ur(s(t),n)
Si (xo; tp) est le premier point ol1 les caractéristiques se croisent, alors on obtient I'’équation de la courbe de choc en résolvant
I’EDO avec la condition initiale s(zy) = xp.

s'(1)

Condition d’entropie : une condition qui permet de sélectionner parmi les solutions faibles qui vérifient les relations de saut
de RANKINE-HUGONIOT la solution «physique» est la condition d’entropie de Lax le long de la courbe de choc x = s(#) :
> sile flux g est convexe, le choc est entropique si et seulement si

q'(ur(s(), 1)) < s'(0) < q' (ur(s(r), 1),

> sile flux g est concave, le choc est entropique si et seulement si

q'(ur(s(n,n) < s'(1) < q'(ugr(s(1), 1),
En particulier, lorsque 'on considére le générique probléeme de RIEMANN

up, six<o0
gx) = )
ug, six>0,

> sile flux est convexe (par exemple g(u) = u?/2) on a
> une onde de choc ssi u; > ug
> une onde de raréfaction ssi uy < ug
> sile flux est concave (par exemple q(u) = u(2—u)/2) ona
> une onde de choc ssi uy < ug
> une onde de raréfaction ssi uy > ug

Onde de raréfaction ou de détente : dans les régions du demi-espace ¢ > 0 qui ne sont pas rejointes par les caractéristiques
on construit la solution (qui se connecte avec continuité avec les autres régions du demi-espace) par des ondes de
raréfaction.

Une onde de raréfaction centrée en (xo, fp) a équation

-1 X—Xp
wx, 0 =(q" (—t_to).

18
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4.1. Exemple : équation de Burgers
Considérons I’équation de BURGERS 0;u + 0, (”72) = 0 avec la donnée initiale u(x,0) = g(x). Il s’agit d'une équation de type
0:u+0,q(u) =0avec

2
q(u) = u? (convexe) q' (u) = u, gt =r

onaq(u) = u?/2, q'(u) = uet (q")~'(r) = r. Léquation de la caractéristique de pied (¢, 0) est alors

E+Lt, &E<-1,
x(D=¢+q(gENt=E+(gENt=RE+Mt, —-1<é<],
E+Re, &E>1.
Donnée “2—-1" Considérons la donnée initiale
2, six<l,
u(x,0) = g(x) E{ .
-1, six>1.

L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est donc

&E+2t, &<,

= ! = =
x(D=¢+q (gENt=E5+(8(EN? {f—t, £ 1.
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La donnée initiale du probléme de Riemann a un saut décroissant et le flux est convexe donc 'unique solution entropique
présente une onde de choc qui part en (1,0). Pour calculer I'’équation x = s(#) de 'onde de choc on utilise les relations de

RANKINE-HUGONIOT :
q(ur)—q(ur) _urp+uy 1

!
s (1) =
() Ur —uy, 2 2

avec la donnée initiale s(0) = 1. On trouve donc x = s(t) = 1+ %t.

_ N\

La solution est donc

2, x<l+3t,
ulx, t) = 7
-1, x>1+§t.

t=0
t=0.5
r=1
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Donnée “012”
0 six<l,
gx)=<1 sil<x<2,
2 six>2.
L'équation de la caractéristique de pied (¢,0) est
6) 6 < 1’

x(D=¢+q'(gENt=¢+(gENt=R¢+t, 1<E<2,

E+2t, E>2

La donnée initiale a deux sauts croissants, un en x = 1 et 'autre en x = 2. Puisque g est convexe, on s’attend a ce que la solution

faible entropique présente deux ondes de raréfaction centrées 'une en (1,0) et 'autre en (2,0).

t
1 2 X
, six<l1,
Ll sil<x<1+t,
ulx,t)=<1, Sil+t<x<2+t,

2 si2+r<x<2+2L,
2, Six>2t+2,

=0 u

t=1.5

t=3

20

© G. FaccaNoNI



Derniére mise a jour : Lundi 18 mars 2013 4. Equations non-linéaires

Donnée “210” Considérons la donnée initiale

2 six<l,
gx)=41 sil<x<2,
0 six>2.

Elle a deux sauts décroissants, un en x = 1 et un en x = 2. Puisque g est convexe, on s’attend a ce que la solution faible entropique
présente deux ondes de choc qui partent de (1,0) et de (2,0).
> En effet, 'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est

E+21, &<,
x()=E+q'(ENI=E+(gENE=1¢E+1,  1<é<2,
¢, &>2.
= z
.
7
A
27777
2
%7277
_
7
72
1 2 x

> Pour calculer les équations des deux ondes de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :
> choc de pied (1,0)

Up—ur 2(ug—ur) — 2(0-2) ~ 2

§/(1) = AeR-q) _ wp?-(w)® _ 1-4__ 3
s(0)=1

dott x=s(t) = %t+1;
> choc de pied (2,0)

s'(f) = qur)—qu) _ (wp)?-wp? _ 0-1 _ 1
T up-uL 2(ug-ur) _ 2(0-1) ~ 2

s(0)=2

doux=s(t)= %t+2.

=
v
//
=
A
7
//
=
1 2 X
Ces deux chocs vont ensuite interagir a partir d'un (x*, t*) qu'on détermine en résolvant le systeme linéaire
X = % t+2,
X = % t+1.

On obtient ainsi le pied de la nouvelle onde de choc qui est (x*, t*) = ( g, 1). Donc la solution pour 0 < ¢ < 1 est

2, six<3r+1,
ux,)=<{1, sigr+l<x<jr+2,
0, six>%t+2,

© G. Faccanoni 21



4. Equations non-linéaires Derniére mise a jour : Lundi 18 mars 2013

> Pour ¢ = 1 seule les données initiales pour x < 1 et x > 2 sont transportées et ce nouveau choc, qui part de (;—’, 1), vérifie encore
la relation de RANKINE-HUGONIOT :

foo — QuR)—qun) _ (wr)®-(up)?® _ 0-4 _
{S (0= "= Sun—uy) = 20-2 = 1

s()=3

d'olt x =s(t) = t+%.

7

1 2 X
Lunique solution faible entropique pour tout ¢ > 0 est donc

2, six<min{%t+1,t+%},
ux,)=<{1, sidr+l<x<ir+2,
0, six>max{%t+2,t+%},

u
— =0
— =05
—_r=1
— =15
X
Donnée “010” Considérons la donnée initiale
0 six<l,
gx)=41 sil<x<2,
0 six>2.
L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est
¢, ¢<1,
x()=¢+q (gENt=¢+ (g t={¢+1, 1<E<2,
¢, §>2.
t
1 2 X

On s’attend donc a ce que la solution faible entropique présente une onde de raréfaction centrée en (1,0) et une onde de choc qui
part de (2,0) et que, apres un certain temps, les deux ondes interagissent.
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Derniére mise a jour : Lundi 18 mars 2013 4. Equations non-linéaires

> Lararéfaction est comprise entre la droite d’équation
x() =1

et la droite d’équation
x() =1+t

et a équation

u(x, 1) =( ’)—1 (x_—l)_x_—l
D= t-0) ¢t

> Pour déterminer I'équation de 'onde de choc qui a pied en (2,0) on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :

s'(0) = qup)-quy) _ (upi-(up)? _ 1-0 _ 1
- UR—Uuy 2(up—ur) - 2(1-0) 2

s(0)=2
doux=s(t) = %t+2,

Ces considérations sont valables jusqu’a ce que I'onde de choc et 'onde de raréfaction se touchent, c’est-a-dire jusqu’a ¢ = 2.
Donc la solution pour 0 < ¢ < 2 est

, six<l1,
Zlosil<x<t+l,
u(x, ) = ) 1
1, s1t+1<x<§t+2,
0, six>1r+2.
t
2

1 2 3 X

> Pour ¢ > 2 on continue a avoir une onde de choc mais I'état gauche n’est plus constante car il est donné par la raréfaction i.e.
ur = % donc le nouveau choc a pied en (3,2) et vérifie

O_(s(ri—l )2 st

s'(f) = qur)—q(ur) _ (ur)®-(up)? _

UR—1UyL, 2(up—ug) Z(O_w) - 2t
s(2)=3
d’ou1'équation x =1+ v2t.
! /
2

Lunique solution faible entropique pour ¢ > 0 est donc

0, six<l,

L sil<x<min{l+11+ V21
ux,)={1, sil+r<x<jr+2,
0, six>jr+2ett<2,
0

N six>1++V2tett=2.
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“‘ “““““““ N /; lﬂ |, —— =4
4

X

Remarquons que I'amplitude du choc vaut \/Zt et le choc se déplace a vitesse 2% Par conséquent, pour ¢ — oo, I'amplitude et la
vitesse du choc tendent vers zéro.

Donnée “101”
1 six<l,

gx)=10 sil<x<?2,

1 six>2.
L'équation de la caractéristique de pied (¢, 0) est
E+t, é<1,
x(0)={+q'(gENt=¢+(8ENt=1¢,  1<¢<2,
E+t, E>2.
7 t
1 2 X

La donnée initiale a un saut décroissant en x = 1 et un saut croissant en x = 2. Puisque g est convexe, on s’attend a ce que
la solution faible entropique présente une onde de choc qui part de (1,0) et une onde de raréfaction centrée en (2,0). Pour
déterminer I'équation de I'onde de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :

s'(f) = qupr)—qur) _ wp)*-wp? _ 1-0 _ 1
- Urp—uy, 2(ug—ur) ~ 2(1-0) — 2

s(0)=1

d'oﬂx:%t+1.

7 t
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Ces considérations sont valables jusqu’a ¢ = 2, ensuite on continue a avoir une onde de choc mais avec

2_(sw)?
qlup)-quy) _ wp)?—(up)? _ ! _(ST)

/ _ _1, s®
s(n)= Urp—uy, 2(up—ur) 2(1_&[1)) -2 + 2t
s@2)=2

d’oul'équation x =t —v2£+2.
v t
7
1 2 X

six<min{t/2+1,t—v2t+2},
sit+l<x<2ett<2,

— e

—_— s O

R
)

u(x,r) =
simax{2,t—v2t+2} <x<t+2,
six>t+2.
— =0
— =1
u
—_— =2
— =3

Donnée “L<M < R"
L six<-1,

gX)=4M si-1<x<l,
R six>1.

Comme L < M < R, 'unique solution faible entropique présente deux ondes de raréfaction centrées I'une en (—1,0) et 'autre en
(1,0):

L, six<-—1,

Ml si-l<x<-1+Lt,
ulx,t)=< M, si—-1+Lt<x<l1+ Mt,

Ll sil+Mt<x<1+Rt,

R, six>1+Rt.

Donnée “L> M >R"
L six<-1,

gX)=4M si-1<x<l,
R six>2.

Comme L > M > R,I'unique solution faible entropique présente deux ondes de choc qui partentde (—1,0) etde (1,0).

Pour calculer les équations des deux ondes de choc on utilise les relations de RANKINE-HUGONIOT :
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> chocde pied (-1,0) :

wp)?  wp)?
o (1) = Quw=a) _ -5 uprw _ MiL
1 - UR—Uuj, - URp—Uuy, - 2 - 2
s1(0)=-1,

dottx=s()=2Lr—1;
> choc de pied (1,0) :

wp)?  wp)?
sh(t) = qur)—quy) _ —3 3~ _ uptur _ R+M
2 UR—Ur, Up—1Uuy, 2 2
52000 =1,

doux=s(8) = ¥t+l.

Comme M2+ L REM , ces deux chocs vont interagir a partir d'un (x*, t*) qu'on détermine en résolvant le systéme linéaire
x=My g,
x= REM t+1.

On obtient ainsile pied de la nouvelle onde de choc qui est (x*, t*) = (Affg , ﬁ). Donclasolution pour0 < ¢ < L‘_‘—R est

L, six<%t—l,

ulx,t)=< M, si#t—l<x< ¥t+1,

R, six>8Myiq,

Pour t = ﬁ seule les données initiales pour x < —1 et x > 1 sont transportées et ce nouveau choc, qui part de (AL/[_*}?, ﬁ), vérifie

encore la relation de RANKINE-HUGONIOT :

wg)?  (wp)?
sh(t) = qur)—qur) _ _ 712? —7% _ UR+urp _ R+L
3 - UR—Uuj, - UR—Uuj - 2 -2

4 _ M+R
Ss( )= Tr>

dotix=s3(1) = LR -1

Lunique solution faible entropique pour tout ¢ = ﬁ est donc

L six<MBy_ g
ulx, 1) = _ Mer
R, six>T-pr-1.

4.2. Exercice : trafic dans un tunnel

Soit p = p(x, 1) la densité des voitures et g = g(p) le flux des voitures. Un modele qui décrit la vitesse des voitures dans un tunnel
est le suivant

{atp+6x(q(p)):O, x€R, reRY,
p(x,0) = g(x), x€eR,
avec g(p) = pv(p) et v = v(p) la vitesse des voitures ainsi définie :
Ui, si0<p<p,
U(p):{ﬂtln(’%), Sipc<p<pm

et 1 = (vy)/(nlpm/pc)). Les constantes vy, et p,, représentent respectivement la vitesse maximale, la densité maximale et
pc la densité critique en dessous de laquelle les voitures peuvent voyager a la vitesse maximale. (Valeurs vraisemblables sont
U =90kmh™!, ©om = 110voitures/km et p. = 7voitures/km qui donnent A = 32,727272.)

Supposons que I'entrée du tunnel est en x = 0 et qu'on ouvre le tunnel a I'instant ¢ = 0; supposons de plus que précédemment les
voitures s'étaient accumulées en un bouchon. La donnée initiale est donc

Pm, Six<O0,
X) =
g) {0, si x>0.

1. Calculer la densité et la vitesse du trafic et les dessiner dans les plans (x, p) et (x, v) pour ¢ =0 et pour f > 0.

2. Déterminer et dessiner dans le plan (x, ) la trajectoire d’'une voiture qu’a I'instant initiale se trouve en x = X < 0 et calculer a
quel instant elle rentre dans le tunnel.
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Solution

1. Le graphe de la vitesse en fonction de la densité est le suivant (remarquons que v est continue) :

Le flux g s’écrit

UmpP, si0<p<=<p,
B Apln(%"‘), Sipe<p<pm

donc
Uim, si0=p=pe

q’(p)z{l[ln(%’")—l], Sipc<p=pm.

Les graphes de ¢ et g’ en fonction de la densité sont les suivants (remarquons le saut de ¢’ en p,) :
q

.

1300 +
90 e 7' (0F) = U
1200 +
80 +
1100 +
70+
1000 +
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900 +

800 T

700 T
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400 T
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|
|
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|
|
|
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|
¢

1§0 ;0 ;0 4;0 rjo efo ;0 2:0 s;n 1:!0 om P
Le saut de ¢’ en p, est
[4' (01 =q' (08 = ' (05 = Wm =) = vy = A

La caractéristique de pied (¢,0) a équation

E=At,  sié<O,

=& / =
X=o+q (gl {€+vmt, sié>0.

t

X = Ut
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On peut donc écrire la solution au moins pour certaines parties du plan :
Om, Six<-At,
plx, ) =17 Si —At<x<uvpyt,
0, Six> vyt
Sachant que ¢’ est discontinue en p = p., on va donc étudier p séparément sur
Si={x, ) :=At<x<vpt, pc<pX ) <pmt={x,0:-At<x<(vp—-A)1}
et
So={(x,0): At <x<vpt, 0<p(x, ) <pt={(x,8): W — AVt <x< vt}
> Etude dans S; : pour p. < p(x,1) < pm ona g"(p) = —A/p < 0. Puisque p est décroissante on cherche une solution sous
forme d’onde de rarefaction, centrée en (0, 0), qui se colle avec continuité avec la droite x = — At (de cette maniére elle
vérifie aussi la condition d’entropie). Cette onde a équation
_ -1 _ X
pl,)=(q) (x/t)=pmexp|-1- ﬂ .
> Etude dans S, : pour p(x, t) < p. ona g'(p) = v,,. Par conséquent p est constante le long des lignes caractéristiques du
type
xX=vnyt+k.
Ces caractéristiques sortent de la droite x = (v,, — 1)t et sur cette droite, qui appartient a la région Sj, la densité vaut
(vm =)t v
px,t)=p((vy— At t) = pmexp (—1 - m)L—t = pPmexp (—Tm) =P¢-
t
x=-At x= (v, —-At
X=vnt
X
Enrésumé, ona
Om> six<—-At,
*.1) pmexp(-1-45), si —Ar<x<(vp-MNt,
X, t) = .
p Oc» Si (Vv — At < x<uvpyt,
0, Si x> vyt
P
Pm
— =0
— =02
— =04
— =06
p i = - -
‘ [ I [
X
Pour un temps fixé, on voit que la densité décroit de la densité maximale (vitesse nulle) graduellement jusqu’a la densité
critique qui permet la vitesse maximale. On remarque la discontinuité de la densité pour x = vy, .
2. Considérons une voiture qu’'a I'instant ¢ = 0 se trouve en x = X < 0. La voiture restera immobile jusqu’a 'instant #, = |X|/A. A
cet instant elle rentre dans la région S; ol la vitesse est donnée par
x
vip(x, D) =1+ s
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Um J----- - S

— =0

— =02
— =04
— =06

Si on indique par x = x() la trajectoire de la voiture, on a

X =1+,
x(to) = .

On obtient
At
x(t) = AI(IH(T) — 1) .
| X|
elx

La voiture entre donc dans le tunnel a 'instant T pour lequel x(T) =0, c’est-a-dire T = =3-.
X

ﬂ
[
[
bt
-
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5. Systemes typerntialigues

Dans ce dernier chapitre on s’intéresse a la résolution de problemes de Riemann associés aux systémes hyperboliques non-
linéaires en une dimension d’espace. Plus précisément, on cherche une fonction

W:R" xR —R”
(t,x) — W(t,x)

qui vérifie (au sens faible) le systéme d’EDPs

0;W+0,FW) =0, xeER, >0,
W; six<0,
W(0,x) = .
Wr six>0,
avec le flux
F: RP - RP
W— F(W)

Pour des solutions régulieres on peut réécrire ce systeme sous la forme quasi-linéaire
0/W+B(W),W=0

avec [B(W) la matrice jacobienne du flux F et on note A1 (W) < A1 (W) <--- < 1, (W) ses valeurs propres.

5.1. Exemple : le systéeme de Saint-Venant

On cherche a simuler un écoulement d’eau sous I’hypotheése de faible

profondeur dans le cas 1D et a fond plat. De plus, ’eau sera considé-
rée comme un fluide incompressible non visqueux et les frottements
air/eau et eau/sol seront négligés. Les inconnues, fonction du temps

t € [0;+o0] et de I'espace x € R, sont k = h(x, t) > 0 la hauteur de 'eau
et u = u(x, t) € R sa vitesse horizontale (on suppose qu’elle est la méme
sur toute la hauteur de 'eau). On note g > 0 la constante de gravité. En u(x, t) : vitesse de 'eau
dimension un d’espace et pour une topographie plate, on modélise ce
type d’écoulements par le systéme de Saint Venant (ou des eaux peu

h(x, t) : hauteur de I'’eau

X
profondes)
0;h+0x(hu)=0,
) ) avecxe€R, t>0. (5.1)
0¢(hu) +0x(hu®+gh°/2) =0,
Sous forme vectorielle il s’écrit
0;U+0,FU)=0
ayant défini
h hu
U= (hu) F() = (huz N ghz)'
1. Soit W = (h, u), alors le systéme (5.1) se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la forme quasi-linéaire
0W+AW)O,,W=0. (5.2)

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

¢ )
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2. Calculer les deux valeurs propres A, (W) et A,(W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs
propres selon 1; (W) < 1, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite {r; (W),r>(W)}. En déduire que le
systeme (5.1) est strictement hyperbolique.

3. Vérifier que les champs 1 et 2 sont vraiment non linéaires.

4. On note I} I'invariant de Riemann du k-éme champ caractéristique. Montrer quun choix possible pour I; et I, est

5. Pour un état gauche Wy, = (hy, u;) donné on cherche les états W = (h, u) qui peuvent étre relié a Wy, par une onde de détente.

5.1. Considérons le 1-champ. Montrer que u© > uy, h < hy. Calculer u en fonction de ki, uy et h. Plus précisément, montrer
que u peut se mettre su la forme

u=ur+r(hy,h
en explicitant la fonction r. Etudier la fonction h— u = uy + r(hy, h) et tracer son graphe dans le plan (h, u).
5.2. Reprendre la question pour le 2-champ.

6. Pour un état gauche Wy = (hy, u;) donné on cherche les états W = (h, 1) qui peuvent étre relié a Wy par une onde de choc
entropique de vitesse 0.

6.1. Montrer que les relations de RANKINE-HUGONIOT peuvent s’écrire sous la forme

j=hu-o0p) =hr(uL—oy),
uh(u—oyg) + %hz =uphp(up—og) + %h%
En déduire que
g -n
2 u—up

6.2. Considérons le 1-champ. Calculer u en fonction de hy, uy et h. Plus précisément, montrer que u peut se mettre sous
la forme

u=ur+d(hg,h)

en explicitant la fonction d. Etudier la fonction h — u = uy + d(hz, h) et tracer son graphe dans le plan (k, ). Montrer
que u<uy, h> hy.

6.3. Reprendre la question pour le 2-champ.

7. ATaide du dessin d’onde dans le plan (h, u) résoudre le probléme de Riemann : pour un état gauche Wy et un état droit Wg
on construira une solution composée d'une 1-onde et d'une 2-onde séparant un état intermédiaire W*. On précisera les
valeurs de cet état intermédiaire ainsi que les vitesses des ondes.

8. Cherchons maintenant une entropie pour le systeme (5.1). Montrer que la fonction

(W')—h_u2+g_h2
== 2

est une entropie du systéme avec flux d’entropie

h 3
®m0=€?+gﬁw

Solution

1. On développe les dérivées du systeme (5.1) pour des solutions réguliéres :

0th+udyh+hoyu=0,
udh+ho,u+2hud,u+ udh+ gho h=0.

Il se réécrit alors

0th+udyh+hocu=0,
u(—udyh—hosu) + hd,u+2hudyu+ u2d h+ ghoyh=0

et on trouve le systéme quasi-linéaire suivant :
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2. On cherche les deux solutions A, (W) de I'équation det(A(W) — A(W)Id) =0, i.e. de 'équation
(u-A?*-hg=0.

On obtient

Al(\/\f):u—\/@ < /lg(W):u+\/E.

Puisque h # 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes donc le systéme (5.1) est strictement hyperbolique. On peut alors
prendre

_\/ﬁ)’

Vi
v |

l‘z(W)Z(\/g.

1‘1(W)=(

3. Pour déterminer la nature des deux champs caractéristiques on calcule (VAy) T -r; pour k=1,2:
o0(u-

(o VB, A V)
a(u;h\/ )\/E (u+\/ )

VA W) -1 (W) = Vg=- \/§> 0, 1-champ VNL,

VA W) T (W) =

Vg = \/_ >0, 2-champ VNL.

Etant donné qu’aucun champ n’est LD, il n’y aura aucune discontinuité de contact.
4. On vérifie que (VI (W) -rp (W) =0pour k=1,2:

6(u+2\/@)(_\/ﬁ)+ u+ 2\/_\/_

(VLW)T -1 (W) = = 0,
-2/8 -2/8
(VW) T -ry(W) = o(u 5 ) (u 35 )\/'—

5. Etude des détentes : on cherche a déterminer les états droits W = (h, 1) qui peuvent étre reliés a un état gauche Wy = (hz, uy)
par une onde de détente.

5.1. 1-champ:
> Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k =1 d’olt

L(Wp)=IL(W)

ur+2v/ghr=u+2./gh
d’ott h— u=uy +2,/g(/hy - Vh).
> La condition d’entropie A; (W) < Ay (W) se réécrit uy —\/ghr <u—+/ghdonc u>ur + \/g(\/ﬁ— v/ hr). Comme
u=ur+2,/g(/hr— v'h), on obtient

donc

h<hp et u>uj.

On obtient ainsi
u=ug+r(hg,h) pour h < hyp

avec r(hr, h) = 2,/g(v/hr, — Vh). De plus,

u'(h) =—\/%<0, pour h < hy,

u'(h) = ,/53>0 pour h < hy.

On a donc les graphes suivants :
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5.2.

u
\
t
w
ur,
2
N\
z
N
Z\\2 We
(7,
2\
hr h </ Lo
X

Pour calculer la solution en un point (%, f) a I'intérieure de 'onde on considére la caractéristique qui relie ce point a
l'origine de 'onde (0,0). La vitesse caractéristique de 'onde est % = A, C’est-a-dire f = u—+/gh. De plus, I'invariant

de Riemann est conservé dans I'onde, c’est-a-dire u+2/gh = uy +2+/ghr. On obtient u(%, 1) = % (uL +2./ghr+ 2’—;)

et h()?,', i’) = % (uL+2\/ghL— %)2

2-champ:
> Dans une détente les invariants de Riemann sont conservés. Ici k =2 d’ou
L (W) =1,(W)
donc

ur—2v/ghr=u—-24/gh
douh— u=ur +2\/§(\/ﬁ— vV hr).
> La condition d’entropie A»(Wp) < A2 (W) se réécrit u; ++/ghy <u++/ghdoncu>up+,/g(v/ hy— Vvh). Comme
u=uy+ 2\/§(\/ﬁ— v/ hr), on obtient

h>hg et u>uj.
On obtient ainsi
u=ug+r(hg,h) pour h < hp

avec r(hr, h) = 2,/g§(v'h—+/hy). De plus,

u’(h)z\/%>0, pour h > hy,
u"(h):—l £ <o pour h>h
2V ™ b
On a donc les graphes suivants :
u
- t
ur, Wi
X
'\
S
SO
YA Wi
*// /\’W/
hr h */
X

Pour calculer la solution en un point (%, f) a I'intérieure de 'onde on considére la caractéristique qui relie ce point a
l'origine de 'onde (0,0). La vitesse caractéristique de 'onde est % = Ay, C'est-a-dire f = u++/gh. De plus, I'invariant

de Riemann est conservé dans I'onde, c’est-a-dire u—2+/gh = ugp—2./ghg. On obtient u(%, f) = % (— Ugp+2y/ghr+ 2’—;)

PN RY:
eth(x,t):ﬁ(uR—z ghR+?) .
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6. Ftude des chocs : on cherche a déterminer les états droits W = (h, ) qui peuvent étre reliés a un état gauche Wy = (hr, ur)
par une discontinuité de vitesse d. Les relations de RANKINE-HUGONIOT pour un choc de vitesse ¢ s’écrivent
. hrur—hu
Uk = Lh L_h ’
_ hpui+(g/2)h? —hu®—(g/2)h?
k= hrup—hu ’

qu’on peut réécrire comme
{hu—d’khZ hLuL—a'khL,
(u—6)hu—(up — o) hpur = (g/2)(h: — h?),
ou encore
{jk = h(u—6) = h(uL— o),
Jilw—ug) = (g/2)(h5 — h?).

6.1. 1-champ : la condition d’entropie (Lax) pour k = 1 demande a ce que la vitesse ¢ du 1-choc vérifie

{/11(W)<t'71 <A(W),

01 <A1 (Wp),
c’est-a-dire
u—+/gh<oy<u+./gh,
oyr<ur—+/ghy,
donc

I =y
g1<u++/gh, = { j1>-hy\/gh, ‘

u-\/gh<o ji<hygh bk g -h?)
= { L =  u<ur
o1 <ur—+/ghi, h>hi\/ghi,

Jj1>0,

et on conclut que
h>hp et u<uj.

En éliminant ¢, dans les relations de RANKINE-HUGONIOT on trouve

h—u=ur+d(hr,h) pour h > hy,

avec d(hg, h) = (hy — h) % hﬁ:hh et la vitesse du 1-choc est
. g I’lL +h
=ur-m/= .
VLT Then

g hih+2h*+hi

=<0,
8 Vv hshL(hL+ h)

"o g /M Gh+3hy) .
u(h)==-——>0. pour h > hy.
32 \/h5(h +h)3

De plus,

u'(h)=- pour h > hy,

On a donc les graphes suivants :
u

x=01t t

ur

hr h
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6.2. 2-champ :la condition d’entropie (Lax) pour k = 2 demande a ce que la vitesse d» du 2-choc vérifie

A2(W) <02,
AM(Wp) <2 <A2(Wp),
c’est-a-dire
u++/gh<oo,
ur — \/ghL <(j'2 <urp+ \/ghL,
donc
u++/gh<o j2<—-hy\/gh h<h o= 8L i1
, ~ 2(u-uy)
Ga>ur—+\/ghy, =1 ja<hr\/ghy, =>{ <0L =" u<uy
J2 )

0’2<ML+\/ghL, j2>—hL\/ghL,

et on conclut que
h<hp et u<ug.

En éliminant ¢, dans les relations de RANKINE-HUGONIOT on trouve

h—u=up+d(hr,h) pour h < hy,

avec d(hr, h) = (h—hr) §

De plus,

g th+2h2+ h2

\/ h3hL(hL+h
,/ 2(5h+3hy)
u'(h) = ,/ <0. pour h < h;.

h5(hL+h)3

u'(h) = pour h < hy,

On a donc les graphes suivants :

u
t X=02t
wW
ur L
Wr
/ hr h
//
' X

Récapitulatif : quel qui soit Wy, = (71, u;), le demi-plan R} x R se décompose en quatre zones séparées par les quatre
demi-courbes 1-choc, 2-choc, 1-détente et 2-détente.
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1-détente

7. Soit un probléme de Riemann avec les deux états constants donnés suivants :

hr hr
W = , Wi = .
I
La solution est constituée de trois états constants séparés par deux ondes.
1-onde t
w*
2-onde
W,
Wr
X
Pour expliciter cette solution on cherche a définir I'inconnue
h*

al’aide de I'étude des ondes précedent.

On a cing cas possibles :

Cas 1) 1-choc et 2-choc (il correspond au cas olt Wy appartient a la zone I1, c’est-a-dire si h* > hy et h* > hg)

X= dl(wL,W*)t

t

x=0,(W",Wg)t

w*

Lunique solution faible entropique est

Wi,
Wi(x, t) =< W*,
Wpg,

36

six<oy(hy, h*, upt,
sigy(hr, h*,up)t<x<oa(h*, hg,u*)t,
six>oa(h*, hg,u™)t,
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avec

. % % ghL+h*
hr,h™, =ur—-h"y/=
oi(hr, h™,ur) = ug \/ 2 ot

. * * * gh*+hR
h™, hg, =u +hp\/=
02 RU)=U R\ 2 i

et h* et u™ est'unique solution du systéme

hp+h*
u*:uL+(hL—h*)\/§ }th* ,

Up = u* +(hR—h*)

Cas 2) 1-choc et 2-détente (il correspond au cas ot Wy appartient a la zone I, c’est-a-dire si h* > hy et h* < hg)

x=01(Wr,W")¢ t
w*
y 4
Y ®
7 v
» //rv
W, Wgr
X
Lunique solution faible entropique est
WL, Six<(j’1(hL,h*, ML)tr
w*, sigy(hr, h*up)t<x<u* ++/gh*)t,
Wi, 1) = 1(hy L) ( vV &h*)

Wo_get, Si(u*++y/gh*)t<x<(ugp++/ghr)t,
Wg, six>(uR+\/ghR)t,

. « « ghL+h*
hr,h™,up)=ur—h"y| = ,
o1, b ur) =ur \/ 2 ok

(~ur+2 ghR+)—t‘)2
(LLR—Z ghR+2§) '

avec

Wo_det = ( gl
3

et h* et u* 'unique solution du systeme

hp+h*
{u*=uL+(hL—h*)\/§ o

up = u* +2,/g(v/hg —vVh*.

Cas 3) 1-détente et 2-choc (il correspond au cas oi1t Wy appartient a la zone I11, c’est-a-dire si h* < hy et h* > hp)

t x=02(W",Wp)¢
W*
>
N
2z
N o
AN
L\
<
W Wr
X
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Lunique solution faible entropique est

Wg, six<(up— \/%)t,
Wi, ) = | Windeo si(ur = VEhDt<x<(u*-./gh"t,
wH, si (u* —/gh*)t <x<da(h*, hg, u")t,
Wpg, six>ay(h*, hg, u*)t,
avec
g h*+hg
2 h*hg '

Wi = (gg (ur +2+/ghr — %) )

3 (uL+2 ghL+2 )

Ug(h ,hr) = u* + hp

et h* et u* 'unique solution du systéeme

{u*:uL+2\/§(\/h_L—\/F,

h*+h
MR:LL*-F(hR—h*) % h*hRR'

Cas 4) 1-détente et 2-détente (il correspond au cas olt W appartient a la zone IV, c’est-a-dire si h* < hy et h* < hg)

t
£3
% Yooa
A\
N\ SO
Z2 N2 Y
L\ -~ YA

Cal Y

(/1 7
Wy Wg

Lunique solution faible entropique est

Wig, six<(uL—\/ﬁ)t,
Wi_get, Si(ur—+/ghp)t<x<(u*—/gh*t,
W(x, 1) =4 W*, si (u* —/gh*)t<x<u*++/gh"t,
Wo_ger, si(u*+/gh*)t<x<(ur++\/ghgt,
Wg, six>(uR+\/%)t
avec
o (~up+2 ghR+§)2

- o (ur+2\/ghy—% Wa %
1-det — ( 2—det = %(uR—Z\/%+2)—;)

(LLL +2 ghL + 2 )
et h* et u* I'unique solution du systeme

u* = up+2g(/hy - Vi),
up = u* +2,/g(/hg — vVh*).

Remarque : il peut se générer une zone de hauteur . nulle lorsque W appartient ala zone IV : un état intermédiaire

h+ >0 n’est possible que si
ur —ur <2/g(/ hg—+/ hg).

La méthode de résolution du probléme de Riemann consiste donc a calculer cet état intermédiaire (h*, u*). On a vu que cet
état peut étre relié a I'état de gauche (hy, uy) par une 1-onde :

" 2,8 R )
ur—(h —hL)—* si h* < hy (1-détente)
u* _{ NI

ur—(h*—hy) g h +h}2L si h* > hy (1-choc)
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et a I'état de droite (hpg, ug) par une 2-onde :

Vhr+Vh*

ugr + (h* — hg) égh}::'h};}? si h* > hp (2-choc)

u* =

{uR +(h* - h;ﬂi si h* < hg (2-détente)

Pour calculer 2* on doit donc résoudre
ugp+(h* —hg)z(h*, hg) = up — (h* — hy)z(h™, hy)

avec

7 .
8V Sinon.

2,8 .
sih<wvy,
2(h,y) = { VitV
2 hy

=

ce qui revient a chercher le zéro de la fonction
fW) =ur—ur+(h-hp)z(h,hy) + (h—hg)z(h, hg)

et u* est déduit tout simplement par
u* =up+h* —hg)z(h*, hg).

Remarque : Notons que pour /iy =0 (resp. hg = 0), la 1-onde (resp. la 2-onde) de choc n'est pas définie, dans ce cas la seule
solution possible est une onde de détente.

8. Pour vérifier que 1 est une entropie du systeme (5.1) avec le flux d’entropie @, on montre que

Vw® W) = Vwn(W) - A(W).

Or, ,
h
W= (Z) DW) = Tu+gh2u,
donc s
L +2ghu,
qu)(w) = (32,17”2 +gh2’)
et
hu?> gh?
W)= —+—
2
d’ou ,
Y t+gh
V =2 .
wn(W) ( hu )
Donc

w2 T w3
(L +gh u h) _ |5 +2ghu) _
Vv AW = 2 . = = Vw®W).
wi (W) -A(W) ( hu ) (g u 3h2u2 + gh? w® (W)
Il ne reste a prouver que la convexité de '’entropie en calculant la matrice hessienne :

2 _|&8 u
dn(W)—(u h)

Si gh — u? > 0 I'entropie est convexe.

5.2. Exemple : Euler isotherme en coordonnées Lagrangiennes

On considere le systeme d’équations aux dérivées partielles

0,T—0u=0,
{” xH (5.3)

6tu+6x% =0,

(ce systeme est celui des équations d’Euler en régime isotherme en coordonnées Lagrangiennes).
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1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F(V): RZ — R? tels que le systeme (5.3) s’écrit
0;V+0,FV)=0.
2. En se placant dans les variables W = (7, u), le systeme (5.3) se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la forma quasili-
néaire
0W+AW)O,W=0. (5.4)

5 )
_TLZ 0/

3. Calculer les deux valeurs propres A; et A,. Afin de fixer les notations on ordonne les deux valeurs propres selon 1; < A,.
Proposer une base associée de vecteurs propres a droite {r;,r,} de la matrice A. En déduire que le systeme (5.4) est
hyperbolique pour (7, u) € Q oi1 Q est un ouvert de R? a précises.

Montrer que la matrice A(W) s’écrit

4. Sachant que 7 estI'inverse d'une densité spécifique et u une vitesse, déterminer un domaine physique d’hyperbolicité.
5. Vérifier que les champs 1 et 2 sont vraiment non linéaires.

6. On note I les invariants de Riemann du k-eéme champ caractéristique. Montrer qu’'un choix possible pour I est

1
LI =—+u,
T
1
L=——+u.
T

7. Ecrire les relations de RANKINE-HUGONIOT pour ce systéme.
8. Soit o la vitesse d'une discontinuité qui vérifie les relations de RANKINE-HUGONIOT qui relie un état gauche (7, u;) a un
état droit (tg, ug).
8.1. Exprimer o en fonction de 7, et u;.
8.2. Exprimer up en fonctionde 7y, 7r et u;.
8.3. Parmi ces discontinuités, chercher celles vérifiant

g>0,
ug =0,
‘L'Rzl.

Tracer, dans un diagramme (7, u), I'allure de 'ensemble des états a droite (7 g, ur) admissibles.

Solution

1. Ona

2. On développe les dérivées du systeme (5.9) pour des solutions réguliéres :

0;71—-0,u=0,
Gtu— leat'[ =0.

o)+ (B Sosla)=(o)

3. On cherche les 2 solutions A (W) de I'équation det(A(W) — A(W)Id) =0, i.e. de I'équation

On a le systéme quasilinéaire suivant :
1

-)?*-==0.

( 2
On obtient
On peut alors prendre

_(7 (-T2
ry = 1)’ ;= 1)

Pour 7 # 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes : le systeme (5.3) est strictement hyperbolique. Donc Q = R* x R.
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4. Physiquement 7 > 0 donc le domaine physique d’hyperbolicité est R} x R.
5. Pour déterminer la nature des trois champs on calcul VA -ry pour k=1,2:

0(—1/72 0(—1/72 2
:( T)T2+( 7)1:

VAi-r - 1-champ VNL
e o0t ou T P
a(1/7? o(1/7? 2
VA -1y = ( ) -+ ( ) 1=— 2-champ VNL
ou T
6. Onvérifieque VI -ry=0pour k=1,2:
0E+u) , 0E+uw
VLt =———7*+—L—1=0,
i ot ou
o(-L+u a(-L+u
VI 1y = L 72 - 1=
2 ot ou
7. Lesrelations de RANKINE-HUGONIOT sont
o(tp—TR) = —(ur— ug),
o(up—ug) = % - #.
8. Discontinuité.
8.1. Lesrelations de RANKINE-HUGONIOT donnent
, 11
o°(TL—TR) = ———
T, TR
soit
1
o=% .
TLTR
8.2. La premiere relation de RANKINE-HUGONIOT permet d’écrire
UR=UL+O0(TL—TR)=U L ILTTR
R=UL L—TR)=UuL* .
VTLTR
8.3. Onprendici uy =0, 7 = 1 et on cherche une discontinuité se propageant a une vitesse positive o = + / %. L'expression
de ug est
" 1-7p
R =
VTR
et son graphe est remprésenté sur la figure suivante
u
2 =+
1 =+
0 T
-1+
-2 +
_3 ~4

5.3. Exemple : le systéme de la dynamique des gaz isentropique par
relaxation

On considére le systeme de la dynamique des gaz isentropique en une dimension d’espace

{Ozpwx(pu) =0,

) (5.5)
O0¢(pu) +0x(pu”+p) =0,

avec une loi d’état p = p(p). On note p = p(x, £) > 0 la densité et u = u(x, t) € R la vitesse du fluide.
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1. Dans un premier temps on suppose que la loi d’état est celle d'un gaz parfait :
pip)=p", y>L
1.1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R? et F(V): R? — R? tels que le systeme (5.5) s’écrit
0,V+0,F(V)=0.

1.2. En se placant dans les variables W = (p, u), le systéme (5.5) se réécrit, pour des solutions réguliéres, sous la forma
quasi-linéaire

0 W+AW)0,W=0. (5.6)
Montrer que la matrice A(W) s’écrit
u p
AW) = :
F u

1.3. Calculer les valeurs propres 1; (W) et 12(W) de la matrice A(W). Afin de fixer les notations on ordonne les valeurs
propres selon A; (W) < A, (W). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite {r; (W), r,(W)}. En déduire que
le systeme (5.6) est strictement hyperbolique.

1.4. Vérifier que les deux champs caractéristiques sont vraiment non linéaires.

2. Lorsque le fluide n'est pas un gaz parfait, le caractére vraiment non linéaire des champs caractéristiques de (5.5) rend la
résolution du probleme de Riemann assez compliquée. C’est pourquoi il a été proposé de remplacer (5.5) par un systeme
approché, dit systeme de relaxation, qui s’écrit

atp +ax(Pu) =0,
b+ Oxlpu ) =0 5.7)
0:(pV) +0x(puV)=pp (% — V) ,

avec p > 0 un parametre constant, V = V(x, ) une nouvelle variable dite volume de relaxation et 7 = 7 (p, V) une nouvelle
loi d’état 1
7(p, V) = plV)—a? (— - V)
0

ol a > 0 est une constante et p(1/V) est la «vraie» loi d’état du fluide (sur laquelle on ne fait aucune hypothese).

2.1. Montrer formellement que, lorsque le parametre p tend vers +oo, alors on retrouve le systéme (5.5) a partir du
systeme (5.7) (eton aura V =1/p).

2.2. Désormais et pour tout ce qui suit on ne s'intéresse qu’a la structure différentielle de (5.7), c’est-a-dire qu’on ne tient
pas compte du terme source. Autrement dit, on pose p = 0. On suppose aussi que p et V sont strictement positifs.

2.2.1. Trouver les vecteurs U: R™ x R — R3 et H(U): R3 — R3 tels que le systéme (5.7) s'écrive
0;U+0,H(U) =0.

2.2.2. Ense placant dans les variables Y = (p, u, V), le systeme (5.7) se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la
forme quasi-linéaire

0,Y+B(Y)0,Y = 0. (5.8)
Montrer que la matrice B(Y) s’écrit
u p 0
2
BV =|% u i
0 0 u

2.2.3. Calculer les valeurs propres 11 (Y), A2 (Y) et 13(Y) de la matrice B(Y). Afin de fixer les notations on ordonne les va-
leurs propres selon 11 (Y) < 12(Y) < A3(Y). Proposer une base associée de vecteurs propres a droite {r; (Y), r» (Y), r3(Y)}.
En déduire que le systeme (5.8) est strictement hyperbolique.

2.2.4. Vérifier que les trois champs caractéristiques sont linéairement dégénérés. (Par conséquent, les ondes associées
a chaque champ sont des discontinuités de contact). Les ondes associées sont-elles entropiques ?

2.2.5. Pour chaque k =1,2,3, on note I et J; deux invariants de Riemann du k-éme champ caractéristique. Montrer
qu’'un choix possible pour I et J; est

a
IlZV, ]l:u__y
o
L=u, L=m,
a
3=V, J3=u+—.
0
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2.2.6. En utilisant les invariants de Riemann et les relations de Rankine-Hugoniot, montrer que « et 7 sont constants
dans une 2-onde, tandis que les courbes de 1-onde et de 3-onde sont des droites dans le plan (u, 7). Vérifier
en particulier que les courbes de détente et de choc coincident (i.e. les détentes vérifient les conditions de
Rankine-Hugoniot).

2.2.7. Alaide du dessin d’ondes dans le plan (i, ) résoudre le probleme de Riemann : pour un état gauche Y et un
état droit Yg on construira une solution composée d'une 1-onde, d'une 2-onde et d'une 3-onde séparant deux
états intermédiaires Y; et Yo. On précisera les valeurs de ces états intermédiaires ainsi que les vitesses des ondes.

2.2.8. Montrer que la fonction

P V)

1
n(Y):—pu2+pf dr
2 0o I

est une entropie du systéme (5.7). Pour cela on vérifiera que

0m+0,(@) =0 avec OY)=u

L5
3 pu“+G(p,V)
c’est-a-dire que
Vy(@W)" =Yy’ - BY)
(on ne vérifiera pas que 1 est convexe).

2.2.9. Expliciter la fonction G dans le flux d’entropie.

2.2.10. Montrer qu'une discontinuité de contact de la deuxiéme famille reliant un état gauche Y = (o, ur, V) aun
état droit Y = (p, u, V) avec vitesse o = 12(Yy) = 12 (Y) vérifie

O(Y) - @(Yr) = oY) —n(Yr),

autrement dit on a conservation de 'entropie.

Solution

1. Systeme (5.5).
1.1. Ona
P pu
V= , F\V) = .
(pu) W (pu2 + p(p))
1.2. On développe les dérivées du systeme (5.5) pour des solutions réguliéres :
0;p+ p0xu+ud,p =0,
0 U+ ud P+ U?dyxp +2pUdx U+ 3—gaxp =0.

1l se réécrit alors
0:p+p0xu+udyp =0,
pO:u—u[pdxu+ udyp|+ u?dyp +2pud u+ g—z@xp =0,

0:p+udxp+pdyu=0,
PO u+updyu+ ‘j—gaxp =0,

et donc finalement on a le systeme quasi-linéaire suivant :

o)+ 2 2)oe(2)-()

1.3. On cherche les deux solutions 1 (W) de I'équation det(A(W) — A (W)Id) =0, i.e. de 'équation

A2 —2ud+u*—p' =o.

Alzu—\/;, /12=u+\/;

On obtient

et p' =yp’~! > 0. On peut alors prendre

- A -l 7 pr!
() e[V

1 1

Puisque p’ > 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes donc le systéme (5.5) est strictement hyperbolique.
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1.4. Pour déterminer la nature des deux champs on calcule VA -r; pour k=1,2:

du—+/p) [prt dw-vp)  y-1
VA1 r1=- y + P 1= 5 YpY > +1>0, 1-champ VNL,

op
ou++/p) [pr 1 ou++p -1
VA 15 = (u 0;;/;) py + (u 0f) 1= Yz Vypr3+1>0, 2-champ VNL.

2. Considérons maintenant le systeme de relaxation (5.7).

2.1. Latroisiéme équation du systéme (5.7) se réécrit

! 1
i [0:(pV) +0x(puV)] =p (; - V).

Si g — +oo alors p ( V) — 0, c'est-a-dire V — %, ce qui implique 7(p,1/p) = p(p).

1_
p
2.2. Désormais et pour tout ce qui suit on pose p = 0. On suppose aussi que p et V sont strictement positifs.

2.2.1. Ona
P pu
U=|pu|l, HV) = |pu?+m|.

pV puV
2.2.2. On développe les dérivées du systéeme (5.7) pour des solutions régulieres :

0:p+ udyxp+poxu=0,

PO U+ Udp +2Updy U+ U?dyp + g—’;axp + g—gaxv =0,

p0:V+VOo;p+uVpdyp+pVoru+pud,V=0.

Il se réécrit alors
0/p+udxp+posu=0,

PO u—uludyp + pdxu] +2updyu+ u?dyp + g—’;@xp + g—"ﬁﬁxv =0,
p0:V =V [udyp+ pdyxu] + uVpdyip+pVoysu+pudV =0,
d’ou
0:p+ udxp+p0xu=0,
p0:u+ updyu+ Z—i@xp + g—gaxv =0,
0;V+ud V=0,

et donc finalement on a le systeme quasi-linéaire suivant :

0
0| u |+
\%4

2.2.3. On cherche les 3 solutions 1 (Y) de I'équation det(B(Y) — A(Y)Id) = 0, i.e. de 'équation

2

(=) (A2 - 2ul+ uz—%) 0.

On obtient

)leu—ﬁ, A2 =u, )L3:u+ﬁ.
0

On peut alors prendre
2
)
L v L
r=\|-alp-|, = 0 , r3=\|alp-|.
0 1 0

Puisque par hypothese a > 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes donc le systéme (5.7) est strictement
hyperbolique.
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2.2.4. Pour déterminer la nature des trois champs caractéristiques on calcule VA

T pour k=1,2,3:

ou—2)  0u—-7)—q O0—7)
VAi-r = 1+ — 0=0 1-champ LD
ap ou  p? ov
ou om —p> Ou_ Ou
VA rp=———+—0+—1=0 2-ch LD
2 RT50v @ T ou ov champ
6(u+%) 6(u+%) a 6(u+%)
VAs-r3 = 1+ — + 0=0 3-ch LD
31 ap ou p? ou cHatip
2.2.5. Onvérifieque VI -rp=0etV/i-rp =0pour k=1,2,3:
VI r _v +6V—a+6V0_0
Y% Toup2 Tov
d(u— du-alp)—a Ou-
Vir= (u a/p)1+ (u a/p)_a+ (u a/p)0=0,
ap ou 02 ov
Vi = U007 duy ou
22T %00V a2 ou oV
V] r _6_7'[6_7[—_{)2_'_0_7[0_’_6_7[ —_a_n+a_n—0
22T %p0V a2 ou oV oV oV
Vha= 2 a0V
3 7% Toupzov
v]3'1‘3:6(u+u/p)l+6(u+a/p)i4_6(u+cz/p)0:0.

ap ou  p? ov

2.2.6. Etude des trois ondes :
> k=1:lacondition sur les invariants de Riemann donne

L(Y)=L(Yy),
J1(Y)=J1(Yp),
c’est-a-dire
{Vz Vi,

ce qui donne

V=1,
n(p,V)=—alu—ug)+n(pr, VL);
> k=2 :lacondition sur les invariants de Riemann donne
L(Y)=L(Yyp),
J2(Y) = J>(Yg),

c’est-a-dire

u=ur,
n(p,V)=n(pr, V).
Les conditions de RANKINE-HUGONIOT s’écrivent

oo (ou) — (prur) _ (Pu2+7T(P,V))—(PLui‘i'ﬂ(PL;VL)) _ (ouV)—(oLurVy)

p—pPL pu—prur
et, étant donné que u=uy etw(p,V) =n(pr,Vr),onao =ur;
> k =3:lacondition sur les invariants de Riemann donne

L) =13(Yyp),
J3(Y) = J3(YL),

c’est-a-dire

V=V,
u+£=uL+i

P pr’
ce qui donne

V=,
n(p,V)=alu—ur)+n(pr, Vi).
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2.2.7. Soit un probléme de Riemann avec les deux états donnés suivants :

oL PR
Yo=(ur|, Yr=|ug
VL Vr

La solution est constituée de quatre états constants

Y., six<(u-alp)t,
Y, si(u—-alp)t<x<urt,
Yoo =4 . ( P) L

2, siupt<x<(u+alp)t,

Yr, six>(u+alp)t.
t 2-onde
1-onde Y
3-onde
Y. Yr
X

Pour expliciter cette solution on cherche a définir les six inconnues

P1 p2
Yi=|u], Yo=|u
141 V,

al’aide des invariants de Riemann qu’ici donnent

=V,

up— - =ur— o,
uy = uy,
(01, V1) =7 (p2, Vo),
Vo = Vg,

up + p_uz = Up+ PiR'

Gréce a la premiere, a la troisieme et a la derniére relations on peut tout de suite écrire

P1 P2
Y, = u* , Y, = u*
Vi Vr

et il ne reste a calculer que les trois inconnues p, p2 et u*. Le point u* est donné par I'intersection, dans le plan
(m, u), des deux courbes

n=-au+aur+n(pr,Vr),
n=au—augr+n(pgr, Vr),

donc
. 1 (oL, VL) —m(or, Vr)
U =—\Uur+urp+
2 a
et
a a
pl: * a’ P2: * a *
u uL+,D_L Up—UuU +P_R

2.2.8. Pour vérifier que n est une entropie du systeme (5.7) avec le flux d’entropie @, on montre que

Vy®(Y) = Vyn(Y) - B(Y).
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p pu?
ul, OY)=u|—+G(p,u)
2
\%4
G
_+”ap
Vy®(Y) = 3P“ +G
0G
“av

1 4 vV
n(Y)=—pu2+pf Wz a
2 oo T

fp n(r,V)d 4+ eV n(p,V)
0

Vyn(Y) = up

Or,
Y
donc
et
d’ou
Donc
Vyn(Y) -B(Y) =
qui donne
w ° ugg
3” “ LG
4G
” v

j'p avn(r V) dr

j'p n(r,V)d +7T(P,V) u p 0
P & 1on | _
up Py
fp aV”(r’V)dr 0 0 u

+ o n(r,V)dr+ ﬂ(p,V)

fp n(r,V)dr+ ﬂ(P,V) ]

Po 2 p+ulp
u—+ [p JP 5V”(r'V)dr
r

u_ p n(r, V)dr+ uﬂ(P,V) +u_az
2 P 0?
pu n(rV)

B+ p D dr +m(p, V) + u’p

+pufp 6vn(r V)d

fp n(rV)d +uﬂ(p,V) +
2 2 P2

p nrV)
f = dr+m(p, V) +u?p |-
+puf'O OV”(rv)dr

Identifiant terme a terme on obtient les conditions suivantes

2.2.9. On obtient

2.2.10. Pour k=2ona

ce qui donne

oY) =

o(v) = 2L

ny) = —pu +pf >
o r

© G. Faccanoni

aV:ov+p

G _ rp n(nV) np,V)
o = fpo udr + +

G=
G

v iy pz’
P f;’o A dr +m(p, V),
fp avn(r V) dr.

0

u=ur,
n(p, V)=

0
G:p[ 0 V) 41 4 7o, V).
p r

(oL, VL).

3+upf PO 47 + 1o, 0,
Po r?

ud PL (1, V)
+upo dr+n(or, V1),
2 0 r2

0

Pr(rV)

dr,

0
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1 PL 7 (r, V)
nYy) = -pru’ +po —dr,
2 ) r

gO=1Uu.

Donc on a bien

- P,V oL (r,V
dY)-D(Yy) = p ZpL u3+upf uy )dr—upo n(: )dr,
P P

.72 , 2 )
- P a(r,V) PL (1, V) -
oW -n(Yy) = £ pLu3+upf . dr—upo .
2 po T po T

5.4. Exemple : mélange isotherme

On considére un mélange homogene et isentrope de deux fluides compressibles. On note p = p(x, ) > 0 la densité du mé-
lange, u = u(x, t) la vitesse du mélange, ¢ = c(x, t) la concentration massique du premier fluide (on a toujours 0 < ¢ < 1 et
1 —c est la concentration massique du deuxiéme fluide), p = p(p, ¢) > 0 la pression du mélange qu’on supposera vérifier les
conditions

op =a’>0

agc 2

_p +p_’2? >(),
op |, 0p? |,

ol a > 0 désigne la vitesse du son du mélange.

En dimension un d’espace, on modélise ce type d’écoulements bifluide par le systeme suivant

0rp+0x(pu) =0,
0,(pu) +0,(pu®+p) =0, (5.9)
0¢(pc)+0x(puc) =0.

1. Trouver les vecteurs V: R* x R — R3 et F(V): R® — R3 tels que le systeme (5.9) s’écrit
0,V+0,F(V)=0.

2. En se placant dans les variables W = (p, 1, ¢), le systeme (5.9) se réécrit, pour des solutions régulieres, sous la forma

quasilinéaire
0, W+AW)I,W =0. (5.10)
Montrer que la matrice A(W) s’écrit
u p 0
2 1 0p
T b,
0 o0 u

3. Calculer les valeurs propres 1;, A, et 3. Afin de fixer les notations on ordonne les trois valeurs propres selon 1; < 1, < A3.
Proposer une base associée de vecteurs propres a droite {r;,rp,r3} de la matrice A. En déduire que le systeme (5.10) est
strictement hyperbolique.

4. Vérifier que les champs 1 et 3 sont vraiment non linéaires tandis que le champ 2 est linéairement dégénéré.

5. Onnote I et Ji les deux invariants de Riemann du k-éme champ caractéristique. Montrer qu'un choix possible pour I et

Ji est
L =c J1=u+aln(p),
12 = U, ]2 =,
IZ=c, J3=u—aln(p).

6. Soit une détente de la premiere famille reliant un état gauche Wy = (pr, ur, cz) a un état droit W= (p, u, ¢).
6.1. Montrerque c=cr, u> ur, p <pPrL.-
6.2. Calculer u en fonction de py, u; et p. Plus précisement, montrer que u peut se mettre su la forme

u=ur+gpr,p)

en explicitant la fonction g.
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7. Soit une onde de la deuxieme famille reliant un état gauche Wy = (pr, uz, cz) a un état droit W = (p, u, ¢) (il s’agit d’'une
discontinuité de contact).

7.1. Montrer que u = uy, et p(p,c) = p(pr,cr).
7.2. Quelle est la vitesse de déplacement o de cette discontinuité ?
8. Cherchons maintenant une entropie pour le systeme (5.9).

8.1. Montrer que la fonction

1 £ p(r,c)
nW) = =pu®+p P >—dr
2 po T
est une entropie du systéme avec flux d’entropie
P p(rc
oW =ulpp,c+| P odr| +Glp,u)
Po

(on ne vérifiera pas que 1 est convexe).
8.2. Expliciter la fonction G.

8.3. Montrer qu’'une discontinuité de contact reliant un état gauche Wy = (pr, ur,cr) a un état droit W = (p, u, ¢) avec
vitesse o vérifie

O(W) —D(Wy) =g (n(W) —n(Wp)),

autrement dit on a conservation de I’entropie.

Correction

1. Ona

p pu
v=|pul, F(V)=|pu®+p]|.
pc puc

2. On développe les dérivées du systeme (5.9) pour des solutions réguliéres :

0/p+udxp+pou=0,

PO U+ Udp +2Updyx U+ U?dyp + g—§|60xp+ ?T’Z paxc=0,

p0c+coip+ucpdyp+pcodu+pudyc=0.

Il se réécrit alors
0:p+udyp+p0xu=0,
0
pOru—uludyp + pdxu| +2updyiu+ u?dyp + a?dp + a—’;‘paxc =0,
p0:c—c[udxp + pOxu] + ucdyp + pcdxu+ pudyc =0,

d’out
00+ udxp+poxu=0,
0,c=0,

o
et donc finalement on a le systeme quasilinéaire suivant :

py [%“ P p
6tu+%u dlul=[o0].
0
C 0O 0 C 0

3. On cherche les 3 solutions A (W) de 'équation det(A(W) — A(W)Id) =0, i.e. de 'équation

a? 1 0p
oru+ 76xp+ Ul u+ 5 3¢

p0ic+pudyc=0,

™

o=

0
ap
dac

u

W -3 A+3ur® -3 - du+d’r=0.

On obtient

Ai=u-—a, A2 =1u, A3=u+a.
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On peut alors prendre

3
—pla z %), pla
= 1 |, 2= 0o [ = 1)
0 ) 0

Puisque par hypothese a > 0, les valeurs propres sont réelles et distinctes donc le systeme (5.9) est strictement hyperbolique.

4. Pour déterminer la nature des trois champs on calcul VA - ry pour k=1,2,3:

d(u—a)—_p+6(u—a)l+6(u—a)0:1

VA1 = 1-ch VNL
rn 0p a ou oc champ
op
Ou 9|, Ou_ Ou
VAy -1y = — +—0+—1=0 2-ch LD
2r dp a®> ou Oc champ
0 0 0
VA3-r3= (u+a)£+ (u+a)1+ (u+a)0:1 3-champ VNL

6p a ou Oc
5. On vérifie que VI -rpy=0et V] -rpy=0pourk=1,2,3:

Vhor=207P 90, %
Y0 a ou ac

_ 0(u+ aln(p)) - N 0(u+ aln(p)) 1+ o(u+ aln(p))0 _
op a ou Oc
op
p Ou_ Ou

du 9
=— +—0+—1=0,
op a* Ou  Odc

Vi'n

0;

VIZ 3 w)

ap
_0p %lp op_  dp

V] ty=—— —0+——1=0,
J2-r2 dp a? Tou " ac
VI3-r —%£+@1+@0—0
S8 %pa ou oc
—al —al —al
v]3_r3=0(u an(p))g+6(u an(p))1+6(u an(p))ozo‘
op a ou oc

6. Soit le 1-champ une détente.

6.1. La condition sur les vitesse entraine 1; (W) < 1, (W) d’ou
u>ury.
La condition sur les invariants de Riemann pour k = 1 donne
L(W)=1(Wy),
Ji(W) = J1(Wp),
c’est-a-dire
c=cy,
u—aln(p) = ur —aln(pyr),
d’ou
c=CrL,
u—ur=aln(pr/p)>0.
On conclut donc que
c=Cr,
u>ur,
p<pL

6.2. La condition sur l'invariant de Riemann J; (W) = J; (W) donne g(p1,p) = aln(pr/p).

7. Considérons le 2-champ qui est une discontinuité de contact.
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7.1. La condition sur les invariants de Riemann pour k = 2 donne

L(W) =1(Wyp),
Jo(W) = Jo(Wp),

c’est-a-dire
u=ur,
p(p,c) = plpr, cr).
7.2. La condition sur la vitesse o de la discontinuité de contact découle des conditions de RANKINE-HUGONIOT et notam-

ment de la relation
olprur—puw) = (pLui + plpr,cr) — pu® — p(p, c))

qui donne
olpL—puL=(pr—p)u;

c’est-a-dire o = uy.

8. Entropie.
8.1. Pour vérifier que n est une entropie du systéeme (5.9) avec le flux d’entropie @, on montre que

Vw® (W) = Vyyn(W) - A(W).

Or,
p P p(
1,C)
w=|u|, oW =ulppa+| EZZdr|+6,u
c po T
donc ( ) 0.0
p pne) P p ¢
ua +uf dr+ul89 4 90 ap
Vw®(W) = P(PrCpr B gy 1 96
6p(p o dp(pc)
u + Po r2 —%—dr
et 1 P p(r,0)
3 5 p(r,c
nW) = -pu”+ >—d
Po
d’ou
_+fp p(r,c)d p(;c}
Vwn(W) = up
6n(pL)
pro r2 dr
Donc
Vwn(W) -A(W) =
u? p pro) prc)
7+fp0—r2 dr+—‘O u p 0
= up & 4 1ol |
6p(pc) P p dc 4
o lf r2 dr 0 0 u
u2 p preo) p(r.C) 2
2 Po —rdr+ u+ua
u? p prc) p(rC) 2
5 po =dr+ o |ptutp| =
0p(pL)
u ac +upfp0 %—dr
@y I p(rrc)d +up(;C) +ua?
=| 3pt+plf) p(r'c)dr+p(r,c)
op ap(p,c)
U p+ up Po dr
qui donne
2 P p(r'C) p(p,C) u® 0 p(rC) pnc)
ua”+u [y, d(+) 6G+ap 5+ u Sy 5 d('f)'u +ua®
r,cC r,C
p(p,c)+f‘° Erldr+ 82 =| 3pwt+p [l Ertdr+plo,0
0p(p o ap(pc op 0 ap(p,c)
u| =75 +po r2 —2¢—dr u%p+up po 2 dr
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Identifiant terme par terme on obtient les conditions suivantes

G _ u®
op — 2
{06 3u?p
ou~— 2 -
8.2. On peut prendre G(p, u) = 2” p.
8.3. Sur une discontinuité de contact on a
u=uy=oa0,
p(p,c)=plpL,cp).
donc
(r C) PL p(r,c)
OW)-DdWp)=u|plp, C)+f PoCGr |+~ u p—ur|plp, )+ prz r]
Lo

+ E(usp— u;pr) =

UP p(r,C)

p

P p(rc) 1 PL p(r,c)

pu +p ) dr—Epu%—pL ) dr| =
00 Po

=ur(n(W) —n(Wp)).

13

- ‘uLPL =
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A part dans quelques cas tres particulier, il est impossible de calculer explicitement des solutions de modeles issus de la physique.
11 est donc nécessaire d’avoir recours au calcul numérique sur ordinateur pour estimer qualitativement et quantitativement
ces solutions. Le principe de toutes les méthodes de résolution numérique des équations aux dérivées partielles est d’obtenir
des valeurs numériques discretes (c’est-a-dire en nombre fini) qui approchent (en un sens convenable a préciser) la solution
exacte. Dans ce procédé il faut bien étre conscient de deux points fondamentaux : premiérement, on ne calcul pas des solutions
exactes mais approchées ; deuxiemement, on discrétise le probléeme en représentant des fonctions par un nombre finis de valeurs,

c’est-a-dire que I'on passe du continu au discret.

1l existe de nombreuses méthodes d’approximation numérique des solutions d’équations aux dérivées partielles. Pour simplifier

la présentation, nous nous limiterons dans ce chapitre a la dimension un d’espace.

Principe de la méthode des différences finies

Soit f: R — R une fonction de classe €'(R). y
Comme £ - £x)
. Xo+n)—fXo
! — 1
) = i ==
il est naturel d’introduire les approximations flxo+A x;
J (o
, f(xo+Ax) — f(x0)
=~ , 5.11
J (xo) Ax (5.11)
, f(xo0) = f(xo—Ax)
= s 5.12
J (xo) Ax (5.12)
f’(xo) g fxo+Ax)— f(xo—Ax) (5.13)
2Ax Flxo—Ax)
De maniére analogue, la dérivée seconde peut étre approchée
par

fx

_ f(xo +Ax) —2f(x0) + f(x0 — Ax)

1!
' (x0) (Ax)2

Si on fait un développement de Taylor en x autour du point x

Xo—Ax X0 xo+Ax

fxo£Ax) = f(x0) £ Axf'(x0) + (Ax)% f" (x0) + O((AxX)*),

ona

fxo+Ax) = f(x0) _ fx0) +Axf' (%) + (Ax)* f (x0) + O((A)*) - £ (x0)

Ax Ax
f(x0) = fxo = Ax) _ fx0) = f(x0) + Axf' () — (Ax)% f" (o) + O((Ax)*)
Ax Ax

= f'(x0) + O(Ax),

= f'(x0) + O(Ax),

flo+Ax) = f(xo—Ax) _ f(xo) + Axf(xo) + (Ax) f (x0) + OU(AX)®) - f (x0) + Axf"(x0) = (Ax)* " (o)

2AXx 2AXx
= f(x0) + O((AX)?),

et pour I'approximation de la dérivée seconde on a

flxo+Ax)=2f(x0) + f(xo— Ax)
(Ax)?

_ fOx0) + Axf'(x0) + (Ax) " (x0) + O((AX)®) — 2 (x0) + f (x0) = Ax f'(x0) + (Ax)* f" (xo)

(Ax)?

Si Ax est «petit», ces formules sont des «bonnes» approximations.
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Généralisation aux équations aux dérivées partielles

Nous nous limitons pour le moment a la dimension un d’espace et considérons une équation aux dérivées partielles F(u) =0
définie pour (x, f) € R x R* avec une condition initiale u(x,0) = g(x) pour x € R (remarquons que F(u) est une notation pour une
fonction de u et de ses dérivées partielles en tout point). Pour discrétiser le domaine R x R*, on introduit un pas d’espace Ax >0
et un pas de temps Af > 0 et on définit les nceuds d’'un maillage régulier

(xj,t")=(jAx,nAt)  pourjeZ, neN.

On note u;’ la valeur d’une solution discréte approchée au point (x;, t") et u(x, £) la solution exacte (inconnue). Le principe de la
méthode des différences finies est de remplacer les dérivées par des différences finies en utilisant des formules de Taylor dans
lesquelles on néglige les restes.

Dans tous schéma il y a bien s{ir une donnée initiale pour démarrer les itération en 7 : les valeurs initiales (u(}) jez sont définies
par exemple par u? = g(x;) ou g est la donnée initiale de I'équation.

S’il y a un second membre f(x, t) dans I'équation aux dérivées partielles, alors les schémas se modifient en remplacant zéro au
second membre par une approximation consistante de f(x, f) au point (x i .

Sil’équation est définie sur un domaine borné, par exemple x € [a; f], le maillage spatiale sera restreint a cet intervalle c’est-a-dire
j€i0,1,...,N}avec xp = a et xy = B et Ax = (f—a)/ (N +1). Il faut de plus ajouter des conditions aux limites qui peuvent étre de
plusieurs types.

Par exemple, si on a des conditions aux limites de Dirichlet
ule,)=L, u(B,)=R, pourteR],

elles se traduisent au niveau discret en
n _ n —
uy =L, uyn,, =R, pour n€N.

Si on a des conditions de Neumann
Ocula,t)=L, 0,u(B,t)=R, pour t € R,
elles se traduisent au niveau discret en

n n n n

u''—u uly,—uy

1 0 _p N N1:R'
Ax Ax

)

pour n € N.

Si on a des conditions périodiques
ux+p,0=ulx+a,t), pourxela;pB], teR;

elles se traduisent au niveau discret en
ug = up, pour n €N,

n

L n_
et plus généralement u 1= Uy

Niveaux et stencil Un schéma est dit a m niveaux s’il ne fait intervenir que m indices de temps. Les schémas les plus populaires
sont des schémas a deux ou trois niveaux.

La collection des couples (j', n') qui interviennent dans I'équation discréte au point (j, n) est appelé stencil du schéma (qu’on
peut essayer de traduire par support). En général, plus le stencil est large, plus le schéma est cofiteux et difficile a program-
mer.

Consistance et ordre de précision

De maniere générale, un schéma aux différences finies est défini, pour tous les indices possibles j € Z et n € N, par la for-
mule

FAx,At

n+m —
{uj+k } k- <ks<k* )‘0

m-sm=m*
ol les entiers k7, k*, m~ et m* définissent la largeur du stencil du schéma.

Un des buts de I'analyse numérique est de comparer et de sélectionner les meilleurs schémas suivant des critéres de précision, de
cofit ou de robustesse.
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FIGURE 5.1.: Exemple de stencil pour un schéma a m~ + m* + 1 niveaux et k~ + k* + 1 points.

itk }) pour 'approximation de I’équation aux dérivées

partielles F(u) = 0. Soit u(x, t) une solution suffisamment réguliere de cette équation. On appelle erreur de troncature du schéma
la quantité

Erreur de troncature Considérons le schéma aux différence finies Faxa;({u

{u(x+ kAx, t+ mAt)} - <k<k*

m-<=m=m*

n_
Tj = Fax,At

n+m

Concretement on calcule 'erreur de troncature d'un schéma en remplacant uie dansla formule par u(x+kAx, t+mAt).

Consistance Le schéma aux différence finies Fay, At({u}’.‘j,i”}) est dit consistant avec I'équation aux dérivées partielles F(u) =0
si Uerreur de troncature du schéma tend vers zéro, uniformément par rapport a (x, t), lorsque Ax et At tendent vers zéro
indépendamment.

Ordre de consistance Le schéma aux différence finies Fa X,At({u?:,?‘}) est précis a l'ordre p en espace et a l'ordre q en temps avec
I'équation aux dérivées partielles F(u) = 0 sil’erreur de troncature du schéma tend vers zéro comme O((Ax)? + (A£)9) lorsque Ax
et At tendent vers zéro.

Convergence

La convergence d'un schéma aux différences finies est une propriété naturelle qui assure que, pour des valeurs suffisamment
petites des pas d’espace et de temps, la solution numérique calculée sera proche de la solution exacte du probleme de dé-
part.

n+m
j+k
partielles F(u) = 0 est convergent si, pour toute solution u de 'équation F(u) = 0, la suite u;? converge vers u(xj,t") avec
(Ax,At) — (0,0).

Convergence Le schéma aux différence finies Faxa;({ut"7,"'}) utilisé pour la résolution numérique de I'’équation aux dérivées

Malheureusement la notion de consistance ne suffit pas a garantir que le schéma soit convergente comme on verra sur des
exemples. Pour introduire un critére (tres pratique) qui permet de voir si un schéma donné est convergent nous allons introduire
la notion de stabilité.

Stabilité

Autre les outils qui permettent de comparer les performances des différents schémas, on doit également choisir les pas Ax
et At de sorte que le schéma correspondant donnera une solution approchée correcte, au sens ou une petite perturbation
de la donnée initiale g n'induira par une perturbation trop grande sur la solution calculée au temps final. Cette idée, déja
rencontrée pour la définition de probléme bien posé, est a la base du concept de stabilité pour les schémas aux différences
finies.

Soit ©" = (u]’-‘)lg j=n-1la solution numérique d’'un schéma.
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Stabilité Un schéma aux différences finies est dit stable pour la norme ||-|| s’il existe une constante K > 0 indépendante de Ax et
At (lorsque ces valeurs tendent vers zéro) telle que

lu"| < K|lu®| pour tout n =0,

quelle que soit la donnée initiale 1°. Si cette inégalité n'a lieu que pour des pas Ax et At astreints a certaines inégalités, on dit que
le schéma est conditionnellement stable.

On définit les normes classiques

<=

N-1
||u”|Ip=(Z Axlu?lp) pour 1 < p < +oo,
=1

lu"lloo=_ max |ufl.
l<jsN-1 J

Schéma linéaire Un schéma aux différences finies est dit linéaire si la formule Fx x,m({uﬁﬁ }) = 0 qui le définit est linéaire par
35 n+m
rapport a ses arguments Uik

La stabilité d'un schéma linéaire a deux niveaux est facile a interpréter. En effet, par linéarité tout schéma linéaire a deux niveaux
peut s’écrire sous la forme condensée
n n+1
Au”=u""",

ol A est une matrice (dite d’itération) et on obtient A”u® = u"**! (attention, la notation A" désigne ici la puissance n-éme de A)
et par conséquent la stabilité du schéma est équivalente a

IA"U < Kull, Vn=o0, vule RN
Introduisant la norme matricielle subordonnée ||[M|| = sup ueRN-1 1,40 %, la stabilité du schéma est équivalente a
A% < K Vn=0

qui veut dire que la suite des puissances de A est bornée.

Principe du maximum discret - stabilité L>° Un schéma aux différences finies vérifie le principe du maximum discret si pour
toutn=0ettoutl<j<N-1lona

min (uq) < u" < max (uo-)
0<jsN J J 0<jsN J
quelle que soit la donné initiale #°.
Stabelité 17

La norme L? se préte bien a 1'étude de la stabilité grace a I'outil trés puissant de 'analyse de Fourier. Supposons désormais que les
conditions aux limites pour I’équation aux dérivées partielles sont des conditions aux limites de périodicité. A chaque vecteur
u' = (u}’hs j<N-1o0nassocie une fonction «” (x), constante par morceaux, périodique, définie sur [a; ] par

u”(x):u}? SiXj 12 <X<Xj1/2

avec Xjr12=a+(j+1/2)Axpour0< j< N, x_1/2 = @ et Xy4+1/2 = . Ainsi définie, la fonction u"(x) appartient a Lz([a;,ﬁ]), elle
peut donc se décomposer en la somme de Fourier

un(x) — Z an(k)eZinkx
kez

avec 0" (k) = ff u"(x)e2imkxdx et la formule de Plancherel

B
lu"(x)Pdx =Y 12" (k).
@ kez

Remarquons que méme si u"(x) est une fonction réelle, les coefficients %" (k) de la série de Fourier sont complexes. Une
propriété importante pour I'étude de stabilité de la transformée de Fourier des fonctions périodiques est la suivantes : si on note
V(%) = u"(x + Ax) alors 9" (k) = 0" (k) 2imkAx,

«Recette» pour un schéma a deux niveaux On injecte dans le schéma un mode de Fourier, on obtient ainsi

n_ n 2imkx;
uj =Ak)"e ]
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et on en déduit la valeur du facteur d’amplification A(k). Rappelons que pour l'instant nous nous sommes limité au cas scalaire,
c’est-a-dire que A(k) est un nombre complexe. On appelle condition de stabilité de Von Neumann!'inégalité

|[A(k)| <1 pour tout mode k € Z.

Sila condition de stabilité de Von Neumann est satisfaite (avec éventuellement des restrictions sur Ax et At), alors le schéma est
stable pour la norme L?, sinon il est instable.

Dans la plupart des cas, on va trouver des restrictions sur Ax et At pour obtenir la stabilité au sens L? du schéma. Comme Ax
est initialement fixé, ceci nous oblige a nous donner un pas de temps A petit. Plus cette condition de stabilité est restrictive,
plus le schéma sera couteux a utiliser d’'un point de vue du temps de calcul. Au contrario, les schémas inconditionnellement
stables ne nécessitent aucune restriction particuliere et donc peuvent étre a priori utilisés pour une valeur quelconque de At. Ceci
ne signifie pas pour autant qu’ils seront des «bons» schémas, et notamment que la solution calculée sera proche de la solution
exacte. En effet, un choix trop grand de Az donne une mauvaise approximation de la dérivée partielle par rapport au temps. En
pratique, un schéma instable est inutilisable car, méme si on part d'une donnée initiale spécialement préparée de maniere a ce
qu’aucun des modes de Fourier instables ne soit excité par elle, les inévitables erreurs d’arrondi vont créer des composantes non
nulles (bien que tres petites) de la solution sur ces modes instables. La croissance exponentielle de ces modes instables entraine
qu’apres seulement quelque pas en temps ces modes deviennent énormes et polluent complétement le reste de la solution
numérique.

Stabilité + Consistance = Convergence

Théoréme de Lax Soit u(x, t) la solution suffisamment réguliere de I'équation aux dérivée partielles F(u) = 0 avec des conditions
aux limites appropriées. Soit u;’ la solution numérique discrete obtenue par un schéma aux différences finies avec la donnée

initiale u? = g(x;). Sile schéma est linéaire, a deux niveaux, consistant et stable pour une norme ||-||, alors le schéma est convergent
au sens ol

VT >0, lim | suplu —u(xj, M| =0.
Ax,At—0\ e/
De plus, sile schéma est précis a 'ordre p en espace et al’'ordre g en temps, alors pour tout T > 0 il existe une constante Ct >0
telle que

sup | u7 —u(xj, 1" = Cr (AP +(An).
m<T

D’un point de vue pratique ce théoréme est trés rassurant : si l'on utilise un schéma consistant (ils sont construit pour cela en
général) et que I'on n'observe pas d’oscillations numériques (c’est-a-dire qu’il est stable), alors la solution numérique est proche
de la solution exacte (le schéma converge).

Equation équivalente : diffusion et dispersion

Pour comparer divers schémas consistants et stables (donc convergents) d’'un point de vue pratique, un concept pertinent
(quoique formel) est celui d’équation équivalente.

Equation équivalente On appelle équation équivalente d'un schéma I’équation obtenue en ajoutant au modele étudié la partie
principale (c’est-a-dire le terme d’ordre le plus bas) de I'erreur de troncature.

Tous les schéma qu’on va voir sont consistants. Cependant, si on ajoute a I'équation la partie principale de I'erreur de troncature
d’'un schéma, alors ces schémas non seulement sont encore consistants avec cette nouvelle équation «équivalente», mais sont
méme strictement plus précis pour cette équation équivalente. En d’autre termes, les schémas sont «plus consistants» avec
I’équation équivalente qu’avec I’équation qu’on veut approcher.

Cette équation va nous donner des renseignements précieux sur le comportement numérique du schéma. Le coefficient de
diffusion (c’est-a-dire le coefficient de la dérivée seconde) de I'’équation équivalente est appelé diffusion numérique. S’il est
grand on dit que le schéma est diffusif (ou dissipatif). Le comportement typique d’'un schéma diffusif est sa tendance a étaler
artificiellement les données initiales au cours du temps. Si le schéma est précis d’ordre 2 alors I'équation équivalente ne contient
pas de terme de diffusion mais un terme du troisieéme ordre, dit dispersif. Le comportement typique d’'un schéma dispersif est
qu'il produit des oscillation lorsque la solution est discontinue. En effet, le terme dispersif modifie la vitesse de propagation des
modes de Fourier de la solution (particuliérement des modes de fréquence élevée), alors qu'un terme diffusif ne fait qu’atténuer
son amplitude.
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On considere le probleme de transport en une dimension d’espace dans le domaine borné [0; L] avec une vitesse ¢ constante non
nulle et des conditions aux limites de périodicité

Oru(x,t)+coxu(x,t)=0 pour(x,1) € [0;L] x [0;T],
ux+L,t)=u(x,t) pour (x, 1) € [0; L] x [0;T],
u(x,0) = g(x) pour x € [0; L].

On souhaite calculer la valeur de la solution u en un ensemble discret de points en espace et en temps. Plus précisément, en
fixant un pas d’espace Ax = L/ N > 0 (N entier positif) et un pas de temps Az > 0, on cherche a calculer u]” = u(jAx,nAt) lavaleur
d’une solution discréte approchée au point (xj, t"*). On sait que u(x, t) = g(x — ct) est la solution exacte. Les conditions aux limites
de périodicité conduisent aux égalités u]' = uy,, , pour tout n = 0, par conséquent I'inconnue discrete a chaque pas de temps est
un vecteur u" = (u;l)lsjsN.

Notre stratégie consiste a remplacer des opérateurs différentiels par des quotients aux différences finies. En utilisant différentes
facon d’évaluer les dérivées partielles, beaucoup de choix de schémas sont possibles. Nous voulons en étudier ici quelques
uns.

Soit a := c%. On considere les schémas aux différences finies suivants :

@ le schéma décentré a gauche

n
u u” u—u
J J J j-1 _ n+l _ on_ n_.n
A7 +c Ax =0 ie up =uj a(uj uj_l)
® le schéma décentré a droite
u™l oy oyt oyt
+1 .
] A7 I e X I -0 ie. u?“:u?—a(uﬁl—u?)
X
® le schéma centré N
n+l _ ,,n n _ . n no_n
S Ay o R AP SO TS U S 3 Biles
At 2Ax Y J 2
O le schéma upwind (décentré amont)
uvtl—yn
c+|c| |
! ! W —u )+ no—u"=0
At 20x ] J 2Ax ] Y
ie.
n_ n_ ,n :
n+l _ ,n_ a+lal n n a—lal n ny| _ uj a(uj uj—l) sia>0,
up =u; (wj —u;_y) U=y L
2 2 u; a(uj+1—uj) sia<0.
@ le schéma de Lax-Friedrichs
u” o +u
u;}+l_ j+1 Tj-1 u  —yh
j 2 j+1 j-1 _ . n+1_1_a n l+a ,
AT +c Ay =0 Le. u; ‘Tuj+1+Tuj—1
® le schéma de Lax-Wendroff "
n n n n n n n
u; —uj+cuj+l—uj_1 CzAtuj+1_2uj+uj—1_0
At 2AX 2 (Ax)?2
i.e. n n n n n
u? . —u' u’ . =2u’l+u’;
+1 -1 +1 -1
ur'1+1=u1_1_a J J +C¥2 J ] ]
J j 2 2
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@ le schéma de Beam-Warmimg (pour ¢ > 0)

a—1 3-a
u;”l = u7 -a (g(u;?_l, u;l) - g(u;’_z, ”7—1)) avec g(A,B) = TA+ —B
ie. 1 )
n+l _ n_ n_,.n —a n_o. n n
up =u a((uj uj_1)+ ) (uj 2uj_1+uj_2)
ou encore (@1 (@-1)(@—2)
n+l _ @& — n _ n a—la— n
i =T Ui, +a-au;_, - u;
® le schéma de Fromm (pour ¢ > 0)
uhtl_yn gw? ul,u? )—-gwt ., u? ,u’l) a—1 l-a
! LR A M h 772" J7U 7~ 0 avec g(A,B,C)= ——A+B+——C
At Ax 4 4

he i al@-1) , aBG-® , (-a@+4 , a@-1) ,
;= u’l o+ u’l +

J 2 Y2 + 4 j-1 4 i PR

©® le schéma anti-diffusif de Després-Lagoutiere (pour ¢ > 0)

n+l _ ,,n n n ,n _ n n n
T oy 8y ) 8 Uy )
+c =0
At Ax
ie.
n+l _ n_ n n o n _ n n n
up =up—a(glu_pup,ug ) =gy uj_g,uy)
avec
A, siR<A,
g(L,C,R)=< B, siR=B,
R, sinon,
ou
C—-max(L,C) . C—-min(L,C)
A=max(L,C) + —, B=min(L,C) + —.
a

6.1. Exemples d’études de stabilité et de consistance

Etude du schéma O (décentné ¢ gaucke)

J J j-1 _ . n+l _ n_ n_,n
AL +c Ax =0 ie. up =u; a(uj uj_l)
Stencil
n+1 (*]
n o o
Jj-1 J

Stabilité 1?. On utilise 'analyse de Fourier : pour k € Z, le coefficient de Fourier 21" (k) de la solution du schéma vérifie

a1 (k) = [1 S

En notant { =2nkAx, on a

" (k) =
= [1-a+a(cos(—=&) +isin(-&))] 2" (k) =

"k = [1 —a+ae ¢
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=[1-a+acos(&) —iasin(é)] 4" (k).
Apres simplification on obtient
™ (k)1 = AR 1P 2" (k)|

avec

JA(K))? = [1—a+acos(@)]? +a?sin?é =
=1+4+2a(a—1)(1--cos(()).

Ona
|A(k)|<1VkeZ < 2a(a—1)(1-cos()=0V{eER < a(a—1)=0.

Pour 0 < @ < 1 on a |A(k)| < 1 pour toute fréquence k € Z, ce qui prouve que le schéma est stable en norme L? sous la
condition CFLO<a < 1.

Ordre de consistance. On remplace u" par u(x;,t™) ot u est une fonction réguliere, i = j -1, j et m = n,n+ 1. On définit
I'erreur de troncature par

tl’l+1) _

u(x;, ulxi, t™y  ulxj, ") —u(xj—1, ")
T J / +c—1 ] .

J At Ax

On fait un développement de Taylor en x autour du point x; et en ¢ autour du point " et, comme u est solution de
I'équation ;u = —cO u,ona

ou (Ax)* 0°u
wxj-1, 1) = wlx, 1) = Ao (0, 1)+ —— = 2(x,, ") +0((Ax0)°),
ou (A1)? 0°u
u(xj, " = u(x]‘,tn)+AtE(x]',tn) PR (x],t )+0((AD3)
ou (A% 8 ( Ou
:u(xj,tn)+At(—Ca(x]‘,tn)) 5 at( c—(x], "))+O((At))

(At)2
2 ox
2 ( t)Z 62

u(x;j, t" )—cAta (x],t )— ( (xj, ¢ ))+O((At) )

n au n
ey, 1) = cA = (xj, 1" + 52 0 1+ 0(An?),

Par conséquent 'erreur de troncature se réécrit

w(xj, " —u(x;, ") ulxj, ") - uxjoy, ")
+C

" =
J At Ax
,At  Ax)d%u s )
=(c > Tt )6 = (X, t M) +0((Ax)” + (AD?)
= O((Ax) + (AD).

Le schéma est donc d’ordre 1 en temps et en espace.

On aurait pu s'arréter un ordre avant dans les développements de Taylor, mais vous voyez bien que méme si on va plus loin on obtient le bon résultat!
Cependant, dans la consigne de l'exercice je vous ai suggéré l'ordre pour éviter de faire des calculs inutiles. Dans les exemples qui suivent on va s'arréter au

minimum nécessaire.

Eremple : étude du schéma © (centrs)

utl—yn k u”
j j j+1 j-1 . n+l1 n
+c =0 ie. u™ =u" ——(u —-u; 4)
At 2Ax J i J-1
Stencil
n+1 *]
n [+) o * ]
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Stabilité [2. On utilise I'analyse de Fourier : pour k € Z, le coefficient de Fourier #1" (k) de la solution du schéma vérifie
~An+1 _|1_ E i2nkAx _ —i2nkAx|| an
0 (k)_[l 2(e e )]u (k).
En notant { =2nkAx, on a

4" (k) = [1 - % (e"f—e_"‘() 0" (k) =

= [1 - %(cos(f) +isin(é) — cos(—¢) — isin(—xi)) | 4" (k) =

=[1-iasin@®]a" (k).
Apres simplification on obtient
1™ (k)1 = AP 2" (k)

avec
lAK)|? =1+ a®sin?(&).

Ona
JA(K)| < 1VkeZ < a’sin*({) <O0VEER < BaceR.
Ce qui prouve que le schéma est inconditionnellement instable en norme 2.

Ordre de consistance. On remplace u." par u(x;, t'™") ot u est une fonction réguliére, i = j— 1, j, j + 1 et m = n, n+ 1. On définit
I'erreur de troncature par

u(xj, t"Y —ulxj, ") ulxjen, t") - ulxjog, t")
T, = +C .
Y At 2Ax

On fait un développement de Taylor en x autour du point x; et en ¢ autour du point " et, comme u est solution de
I'équation 0;u = —cO u, on a

o ou (Ax)* &°u

u(xj_1, t") = ulxj, t") - Axa (xj, 69+ 5 x 2( xj, ")+ O((Ax)*),
ou (Ax)* &°u

u(xjin, t") = ulxj, t" )+Axa (xj,t7) + 5 ox 2( xj, ")+ O((Ax)*),

u(xj, 1" = ulxj, r ")+At (x,,t )+ 0((AD)?)

u(xj,t")+At(—Ca—(xj,t"))+O((At)2)
= u(x;j, t" )—cAta (x],t )+0((AD?).

Par conséquent I’erreur de troncature se réécrit

u(xj, ") —ulx, ") wlxjen, t") - u(xjoy, t")
T +cC

n _ 2
i A7 IAx = O((Ax) + (AD)).

Le schéma est donc d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Ervemple : étade du sctbma © (Lar-Friedricts)

u” o +u't
n+l _ _j+1 7j-1 n _ . n
Y 2 +cuj+1 uj71—0 ie u”“—l_au” +l+au”
At 2AX - ] 2 il TRl
Stencil
n+1 *]
n o o
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Stabilité [2. On utilise I'analyse de Fourier : pour k € Z, le coefficient de Fourier #1" (k) de la solution du schéma vérifie

l-a ; l+a _; .
elanAx_ e i2mkAx (k).

An+1
k) =
u (k) 2

Ennotant ¢ =2wkAx,ona
l-a ; 1 ,
2" (k) = [T“e"f + %e"f] 4" (k) = [cos(&) — iasin()] 4" (k).
Apres simplification on obtient
1" ()P = A1 1a" (k) 1*
avec
IA(k)I2 = cosz(g‘) +a? sinz(g“).
Ona
A(k)|<1VkeZ <= cos’(&) +a’sin({)=1VieR < a’<1.

Ce qui prouve que le schéma est stable en norme L? sous la condition CFL |a| < 1.

Ordre de consistance. On remplace u." par u(x;, t™") ot u est une fonction réguliére, i = j— 1, j, j + 1 et m = n, n + 1. On définit
I'erreur de troncature par
(xj+1, M+ ulxj1,t")
L ulx), M uCxjen, ") = ulxjog, t"
T = +c .
J At 2Ax

tl’H—l) _

On fait un développement de Taylor en x autour du point x; et en ¢ autour du point " et, comme u est solution de
I'équation d;u = —cO u,ona

u(xjoy, t") = u(xj, t") - Axg—)lj(xj, ") + 0((Ax)?),

9
uxjo1, £ = ulxj, ") +Ax£(xj, ")+ 0((An)?),

ulxj, " = ulx;, ") + Ar‘;—’;(xj, ") +0((AD?)

= ulxj, t" + Ar(—cg—Z(xj, t”)) +0((AD?)
=u(xj,t") - cAtZ—Z(xj, " +0((A1)?).

Par conséquent I'erreur de troncature se réécrit

u(xj, " —u(xj, ") ulxjen, t") - ulxjog, 1) Ax)?
= Doyt -l =O((Ax)+(At)+( )
J At 2Ax At
Etant donné que, sous la condition CFL calculée précédemment, O ( (AAxt)Z) = O(Ax), le schéma est donc d’ordre 1 en temps

et en espace.

Exemple : étude du schéma ® (Lar-Wendroff)

Pour j=0,..., N—1etneN,le schéma de Lax-Wendroff s’écrit

n+1 n n n n n n n n n n n
ul"mt —u’ u? . —u' u? . =2u’l+u’; u’ . —u' u” . =2u’l+u’;
+1 -1 +1 -1 . +1 -1 +1 -1
J ]+C J J —CZAt J 12 J -0 ie. ur.z+1:ur.z_a J J 2 J J J
At 2Ax 2(Ax) J J 2 2
Stencil
n+1 *]
n [+) o * ]
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Stabilité [2. On utilise I'analyse de Fourier : pour k € Z, le coefficient de Fourier #1" (k) de la solution du schéma vérifie

2 2
. -at+a” ; at+a” _; R
un+1(k) — [ 5 elanAx+1_2a2+ e i2nkAx k).

Ennotant ¢ =2wkAx,ona

~n+l —a+a? ié 2 a+a? —ié| An 2 I ~T

" (k) = Te +1-a +Te i (k):[l—a (l—cos(f))—zasm(f)]u (k).
Apres simplification on obtient

1" (k)12 = LA™ (k)12
avec
A(K))? = a®(a® - 1)(cos(&) —1)? + 1.
Ona
[A(K)|<1VkeZ < a®<]1.

Ce qui prouve que le schéma est stable en norme L? sous la condition CFL |a| < 1.

Ordre de consistance. Onremplace u!" par u(x;, t'™) ot u est une fonction réguliére, i = j— 1, j, j + 1 et m = n, n+ 1. On définit
l'erreur de troncature par
tn+1) _

u(x;, u(xj, t") +Cu(xj+1,t”)—u(xj_1,t”) 2Ar u(xjpr, 1) = 2ulxj, ") + u(xj-1,t )

At 2Ax 2(Ax)?

T

n
J

On fait un développement de Taylor en x autour du point x; et en ¢ autour du point " et, comme u est solution de
I'équation 0;u = —co u, ona

i Ax)* 0°u
u(xj_l,t"):u(xj,t”)—Ax—u(x]',tn) ( 2) o 2( i " +0((Ax)%),
ou (A )2 2 n
uxjen, ") = ulxj, t" )+Ax (x],t )+ 5 ax 2( 1, M +0((Ax)%),
2 2
u(xj, " = u(x;, t" )+Ata (x],t )+ (Az) FTe (x],t )+0((AD%)
" ou a)  (AD?
=u(xj, t")+ At —ca(xj,t )) 5 ( (x],t )| +0(AD%)
ou (AD)? 0%u
= uxj, 1) = eA L= (), 1) + ¢ 2 %), ") + 0(ADP).

Par conséquent 'erreur de troncature se réécrit

o u(Xj,t”+1)—u(xj,t”)+Cu(Xj+1,t")—u(xj_1,t”) eV u(xj1, t") = 2u(xj, t") + ulxj-1, t")
J At 2Ax 2(Ax)?

= 0((AD?) + O((Ax)?).

car, sous la condition CFL calculée précédemment, O (c%) = 0(1), le schéma est donc d’ordre 2 en temps et en espace.
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7. Bésolution wumérigue d'ane éguation non-linbaine

On cherche
u:RxRT—R
(x, 1) — u(x, t)

solution faible entropique du probléme
0iu+0xq(w)=0, xeR,t>0,
u(x,0) = g(x), xeR,

avec le flux
q:R—R
u— q(u)

Soit a := ﬁ—fc et cf1 une constante réelle positive et posons

1 Xj+1/2
u;’ ~ —f u(x, nAt)dx
Ax Jxjy

la solution approchée dans la mailles de centre (jAx, nAt).
@ On considere tout d’abord le schéma upwind, qui se base sur la forme non-conservative
O:u+q' (u)oyu=0,

tel qu’on I'a écrit pour I’équation de transport :

n+l _ . n

wi -t W) +1q (W) q' () —1q' W}
/ Ly L —u )+ —— @ —uh =0
At 2Ax I 2Ax J J
ie.
(u™ + g (u™ "(u™ =g’ (u™ n_ Iy, n_ ,n i Al ("
ut =u"—a M(uﬂ—u@_lnw(uﬂﬁ_uv) 1Y “q/(”j)(”f uj-) S%q/(”jbo’
j j 2 U 2 J J u;’—aq(u;’)(u;’ﬂ—u;’) 31q(u;?)<0.

On consideére ensuite des schémas de type Volumes Finis qui se basent sur la forme conservative de I'équation non-linéaire
0;u+0yq(u) =0.

Principe : onintegre 'EDP entre x;_1/2 = (j —1/2)Ax et xj11/2 = (j +1/2)Ax pour tout £ >0 :

Xj+1/2 Xj+1/2
0 f u(x, )dx|+0y f q(u(x,t))dx|=0.
Xj-1/2 Xj-1/2

1 Xj+1/2
uj(n)=— u(x, )dx
Ax Xj-1/2

On pose

ce qui donne

0 (uj(1) +0x ( qWj+1/2(D) — ‘7(”1‘—1/2(0)) o,

Ax
Idée : approcher q(uj11/2(1) = g(uj(1), uj41(2)) ot g estle flux numérique du schéma qu'il faut définir :
n+l _ n n n n n Ax
u; —uj—oc(g(uj_l,uj)—g(uj,uj+1)) avec At <cfl

suplq’ ()|’
J
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Les différents schémas se caractérisent par la définition du flux numérique g qui est une approximation du flux g :

® le schéma de Lax-Friedrichs :
gl +q(R)+ =8

g(L,R) = 2

® le schéma de Lax-Wendroff :
q(L) +q(R) - alq(R) - q(L)q' (5E)

8(L,R) = 2

@ le schéma de Godunov : si on dénote w()—t‘, L, R) la solution exacte du probleme de Riemann a deux états donnés par L
(gauche) et R (droite), le flux numérique s’écrit

g(L,R)=q(w(0,L,R))
® le schéma de Murman-Roe :

signe(q(L) — q(R)) -signe(L—R) siL#R,

ﬁum:{mm stall, By € 10,11 N .
signe(q' (L)) sinon.

U L,R) =
q(R) sia(L,R)=-1 ou all.B {
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§. Sgystémes tiyperbaligues

Dans ce dernier chapitre on s’intéresse a la résolution de problemes de Riemann associés aux systémes hyperboliques non-
linéaires en une dimension d’espace. Plus précisément, on cherche une fonction

W: RY xR — RP
(£, x) — W(t, x)

qui vérifie (au sens faible) le systéme d’EDPs

0;W+0,F(W) =0, x€eR,t>0,
W; six<O,
W(0,x) = .
Wgr six>0,
avec le flux
F: R’ - R”
W— F(W)

Pour des solutions régulieres on peut réécrire ce systeme sous la forme quasi-linéaire
0W+B(W)0,W=0

avec B(W) la matrice jacobienne du flux Fetonnote ;W) < A;(W) <--- < A p(W) ses valeurs propres.
Pour j€Z et ne€N on pose

1 Xj+1/2
w’?

e W(x,t")dx et G(VVI-Z,W? ) = FW(xji1/2, ™).
Ax Jxjyp

+

On considere des schémas Volumes Finis :

At"
n+l _ i _ nowh y_ n n
Wi = Wi Ay 6 Wi -GG, W,
a savoir

F(a) +F(b) - X (b-a)

le schéma de Lax-Friedrichs G(a,b) = > At
F(a) + F(b b-

le schéma de Rusanov G(a,b) = % - kn}ax {1k @), Ak (b) I}Ta

=1,..,p

On associe a ces schémas la condition de stabilité de Courant-Friedrichs-Lewy

At < Ax )
2max{IA W), 1A, W}
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