L1PC - M131 Fonctions d’'une variable réelle.
Controles avec correction

Chaque contréle comporte trois sujets correspondant aux trois groupes de TD
Gloria FACCANONI

Université du Sud Toulon-Var, A.A. 2009,/2010

* Durée de chaque épreuve: 1 heure.
* Les sujets comportent 2 ou 3 exercices indépendants.
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Rendre I’énoncé avec la copie.
Portables, calculatrices, polycopiés, notes personnelles et livres strictement interdits.

Le baréme est donné a titre indicatif et est susceptible de varier.

Aucun raisonnement vague ou insuffisant ne sera pris en compte.
Toute question on les notations de l’énoncé ne seraient pas respectées se verra attribuer la note zéro.

1l sera tenu compte de la présentation et de la rédaction dans l’évaluation de la copie.



Controle 1

— Groupe 1 : 13 octobre 2009
— Groupe 2 : 14 octobre 2009
— Groupe 3 : 13 octobre 2009



MODULEM131 - L1PC(1) - CONTROLE I
13 octobre 2009 — durée : 1 heure

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu compte lors
de la correction.

Exercice |

Soit E un ensemble non vide.

1. Soit A c E. Donner la définition de I’ensemble complémentaire Cr(A) de A dans E.
2. Soit A; c E, i € N*. Montrer que

CE(n Ai) =JcCs4)
i=1

i=1

1
3. Soit E=R, A; = [O, 1+ -, i € N*. Trouver les ensembles :
i

a) Cr(A), o N4,
i=1

v U cetan, a CE(ﬁ A,-).

i=1
Solution de I'exercice |

1. CE(A)=E\A

oo o [e o)
2. xECE(ﬂ A,-) oxg N A ©JieN telque x¢ A; © JieN* telque xe€ Cp(4A;) © xe U Ce(A7)
i=1 i=1 i=1

3. Ona
a) Cp(Ap) =R\ A; =] -00,0[U]1 + 1, +ool,
b) ifj] Cr(A) =] - 00,01U]1, +o0,
0 ﬁA,-:[o,n, _
) cﬁ(f_wolA,v) =R\ [0,1] =] — 00, 0[U]1, +00[= iE_JOICE(Ai)i

Exercice |l
Soient E c R, F c R deux ensembles et

fE—F
X2+ x°
une fonction.
1. Supposons que E = F =R.
a) Montrer que f est une application.
b) Montrer que f n'est pas une application injective.
¢) Montrer que f n’est pas une application surjective.
2. Supposons que E =] —00,0] et F = [2, +oo].
a) Montrer que f est une application bijective.

b) Trouver l'application f~! réciproque (inverse) pour f.

Solution de I'exercice |l

1. Supposons que E = F =R.

a) Puisque 2 = E, la fonction f est une application.

b) Une application f: E — F est injective si V(x1, x2) € E?, f(x1) = f(x2) = x1 = x2. Puisque f(£1) =3, f n'est pas
une application injective.

c) Uneapplication f: E — F estsurjective si Vy € F 3x € E tel que y = f(x). Puisque 1 € F mais I'équation 1 = f(x)

n'admet pas de solution x € E, f n’est pas une application surjective.
2. Supposons que E =] —00,0] et F = [2, +oo.

a) Larestriction de f a ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y € F, il existe un et un
seulxe Etel que y = f(x):

2 2 xeE
y=2+x"ox*=y-2'e x=—\/y-2
donc f est bijective.
b) Etant f une application bijective, 'application f~! réciproque (inverse) pour f est
fY"F—E
y—=—\y-2.
MODULE M131 - L1PC(3) - CONTROLE I
13 octobre 2009 — durée : 1 heure

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu compte
lors de la correction.

Exercice |

Soit E un ensemble non vide.

oo
1. Soit A; c E, i € N*. Donner la définition de I'ensemble U A;.
i=1

2. Soit A; c E, i € N*. Montrer que

0 o

CelUAi|=NCe4)

i=1 i=1
1
3. Soit E=R, A; = [0,1—; , i € N*. Trouver les ensembles :
a) CelAy, o Ua
i=1

oo oo
b) ﬂlCE(Ai), d CE(_UlAi)‘

i= i=

Solution de I'exercice |
1. xe oLOJ A;j o JieN* tel que x € A;.
i=1

2. xeCE[B A,-)@xaaAio\-/ieN*erAio\'/iEN*xECE(A,-)éxe A CeAn
i=1 i=1 i=1

3. Ona
a) Cpl(A) =R\ 4; =]-00,0[U]1 -, +o0l,
b) P Cr(Ai) =] —00,0[U[L, +ool,
i=1
o Uai=01] -
i=1

00 0
d) CE( U Ai) =R\ [0,1[=] = 00,0[U[1, +oo[= N Cg(A}). — ]
i1 i=1



Exercice |l
Soient E c R, F c R deux ensembles et
f:E—F

X——X

une fonction.

1. Supposons que E = F =R.
a) Montrer que f est une application.
b) Montrer que f n’est pas une application injective.
c) Montrer que f n’est pas une application surjective.

2. Supposons que E =] —00,0] et F =] —00,0].
a) Montrer que f est une application bijective.
b) Trouver I'application f~! réciproque (inverse) pour f.

Solution de I'exercice Il

1. Supposons que E=F =R.

a) Puisque 2 = E, la fonction f est une application.
b) Uneapplication f: E — F est injective si V (x1, X2) € E2, f(x1) = f(x2) = x) = Xp. Puisque f(+1) = -1, f n'est pas
une application injective.
Une application f: E — F est surjective si Vy € F 3x € E tel que y = f(x). Puisque 1 € F mais I'équation 1 = f(x)
n’'admet pas de solution x € E, f n’est pas une application surjective.

2. Supposons que E =] —00,0] et F =] —00,0].
a) Larestriction de f a ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y € F, il existe un et un

seul xe Etelque y = f(x) :
y:—xzoxzz—yxg?x:—ﬂ

donc f est bijective.
b) Etant f une application bijective, 'application f~! réciproque (inverse) pour f est
fLF—E
y—==v=y
MoODULE M131 - L1IPC(2) - CONTROLEI
14 octobre 2009 — durée : 1 heure

On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu compte

lors de la correction.

Exercice |

Soit E un ensemble non vide.

)
1. Soit A; € E, i € N*. Donner la définition de I'ensemble N A;.
i=1

2. Soit A; c E, i € N*. Montrer que

, 1 € N*. Trouver les ensembles :

1 1
3. SOitEZR,A,‘Z[*l*T,l*T
i i

o

a) Cg(A)), o UA;,
i=1

b i Cetan, ) CE(_OLj] A,v].
= i=

Solution de l'exercice |
oo
1. xeNAjoVieN" xe4;
i

oo 0 [ee]
2. xe N Ce(Aj)) © VieN* xeCp(A;) © VieN* xg A; o x¢ UA,-@xECE(U A,-)
i=1 i=1 i=1

3. Ona
@) Cp(A) =R\ A; =] -00,~1—}[Ull + 1, +ool,
b) _Fw°] Cr(Ay) =] - 00,~2[U]2, +oo,

00
o Ua=-22, -
@ Cg(o[j A,-) =R\ [-2,2] =] — 00, ~2[U]2, +o0l= (] Cr(A). ]
i=1 i=1
Exercice Il

Soient E c R, F < R deux ensembles et
f:E—F

x—1-x%

une fonction.

1. Supposons que E = F =R.
a) Montrer que f est une application.
b) Montrer que f n'est pas une application injective.
¢) Montrer que f n’est pas une application surjective.

2. Supposons que E = [0, +oo[ et F =] — oo, 1].
a) Montrer que f est une application bijective.
b) Trouver I'application f~! réciproque (inverse) pour f.

Solution de I'exercice |l

1. Supposons que E=F =R.

Puisque 97 = E, la fonction f est une application.

Une application f: E — F est injective si V(x1, x2) € E?, f(x1) = f(x2) = x1 = xp. Puisque f(£1) =0, f n'est pas
une application injective.

Une application f: E — F est surjective si Vy € F 3x € E tel que y = f(x). Puisque 2 € F mais 1'équation 2 = f(x)
n'admet pas de solution x € E, f n’est pas une application surjective.

a
b

C

2. Supposons que E = [0, +oo[ et F =] — oo, 1].
a) Larestriction de f a ces nouveaux ensembles la rend injective et surjective car pour tout y € F, il existe un et un

seul xe Etelque y = f(x) :
2 2 xeE
y=l-x"eox=l-yo x=y/1-y
donc f est bijective.
b) Etant f une application bijective, I'application f~! réciproque (inverse) pour f est
fLF—E

y=+y1-y.



Controle I1

— Groupe 1 : 2 novembre 2009
— Groupe 2 : 4 novembre 2009
— Groupe 3 : 3 novembre 2009



MODULEM131 - L1PC(1) — CONTROLE II

? Exercice I
Soient E, F deux ensembles non vides et f une application de E dans F.

1. Rappeler la définition de I'image
a) directe f(A) de Ac Epar f
b) inverse (réciproque) f~!(B) de B c F par f.
2. Montrer que VAC E, Ac f~1(f(A)).
3. Soient E = F =R et f I'application définie par f(x) = 2x?+ 1. Soit A = [-2,1]. Trouver

a) f(A), ) sup f (est-il maximum2),
A

b) f—l(f(A))' d) ir/}ff (est-il minimum ?).

Solution de I'exercice |

1. Image
a) directe f(A)={y€ F|3xe Py, y=f(x)}, i.e.'ensemble des f(x) € F pour x parcourant A;
b) inverse (réciproque) f~'(B) = {x€ ¢ | f(x) e B}."
2. Soit xp € A. Alors il existe un et un seul yy € F tel que yp = f(xo) et, par définition de f(A), ce yy € f(A). De plus, il existe
au moins un antécédent de ce yo par f, a savoir xo. Donc xo € f~1(f(4)), ce qui prouve que A< f~1(f(4)).?

3. Soient E = F =Ret f I'application définie par f(x) = 2x? + 1. Soit A = [-2,1]. Alors

a) f(A)=[19], ) supf:g:m}}xf,
b) f7(f(A) = [-2;2] et on remarque que [-2,1] < A
[-2;2] d) inff =1=minf.
o A A
?Exercicell

On considere le polynome
P(x)=x"—x*-2x> +5x* —5x+2.

1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

Solution de I'exercice Il

1. Pour un polynome P de degré 5, la formule de Taylor en 1 s'écrit

(x-DF

k=5
P =Y PRO—.
frt k!

On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0, ...,5 et on les évalue en 1 :

P(x)=x"—x*—2x® +5x% —5x+2 P(1)=0
P'(x) =5x*—4x> —6x* +10x -5 P'1)=0
P"(x) =20x% —12x*> - 12x+ 10 P'1)=6
P"(x) = 60x? —24x— 12 P"(1)=24
PV(x)=120x-24 PV(1)=96
PV(x) =120 PV(1)=120

1. Limage réciproque se note f~!(B) bien que f~! ne soit pas définie en générale. Cependant, si f est bijective, le symbole f~! a deux sens : il
représente d’abord I'image réciproque I de B par f et aussi I'image directe I’ de B par f~!. Heureusement, I = I'.
2. Si f estinjective yp a comme unique antécédent xp etona A= f~! (f).

La formule de Taylor en 1 s’écrit alors
x-1)? x-1)3 x-1* x-1)°
P(x):G( ) +24( ) +9G( ) +120( )
2 6 24 120

=3(x-1)2+4x -3 +4x- D+ x-1)°

=(x— 1)2(x3+x2 —x+2)
Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.
2. On pose Q(x) = x> + x? — x + 2. Une racine réelle évidente de Q est —2. En effectuant la division euclidienne de Q par

(x +2) on obtient
Q) = (x+2)(x*>—x+1).

Etant donné que x? — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est
P(x)=(x-D*(x+2)(x® —x+1).
3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x> — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles du cours,
on a A = -3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d’ol1 les deux racines complexes conjuguées x; = % - i? =el3 et

Xy = % + ié =¢'¥. On conclut que la factorisation de P sur C est
P =(x-12(x+2(x—eH)(x—e'T).

MODULEM131 - L1PC(3) — CONTROLE II

? Exercice I
Soient E, F deux ensembles non vides et f une application de E dans F.

1. Rappeler la définition de 'image
a) directe f(A) de Ac E par f
b) inverse (réciproque) f~!(B) de B < F par f.
2. Montrer que YAC E, Ac f71(f(A).
3. Soient E = F =R et f I'application définie par f(x) = 1 —2x2. Soit A = [-2,1]. Trouver

a) f(A), c) sup f (est-il maximum?),
A

d) igf f (est-il minimum ?).

b) f(f),

Solution de I'exercice |
1. Image
a) directe f(A) ={y€ F|3xe Py, y= f(x)}, i.e.'ensemble des f(x) € F pour x parcourant A;,
b) inverse (réciproque) f~1(B) = {x € 27| f(x)€B}. 8
2. Soit xp € A. Alors il existe un et un seul y, € F tel que yp = f(xo) et, par définition de f(A), ce yo € f(A). De plus, il existe
au moins un antécédent de ce y, par f, a savoir xo. Donc xo € f~1(f(4)), ce qui prouve que A< f~1(f(4)).
3. Soient E = F =Ret f I'application définie par f(x) =1— 2x2. Soit A =[-2,1]. Alors

a) f(A=[-71],
b) f7Y(f(A) = [-2;2] et on remarque que [-2,1] <
[=2;2],

c) sup f=1=maxf,
A A

d) 1r/}ff:77:mf%nf.

? Exercice IT

On considere le polynome
P)=x"—x* -2+ x> —x-2.

1. Ecrire la formule de Taylor de P en —1; montrer que —1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

2. Factoriser P sur R en sachant qu'’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de
degré 0).

3. Factoriser P sur C.

3. Limage réciproque se note f~!(B) bien que f~! ne soit pas définie en générale. Cependant, si f est bijective, le symbole f~! a deux sens : il
représente d’abord I'image réciproque I de B par f et aussi I'image directe I’ de B par f~!. Heureusement, I = I'.
4. Si f estinjective yp a comme unique antécédent xp etona A= f~! (f@).



Solution de I'exercice |

Solution de I'exercice Il
1. Image

1. Pour un polyndéme P de degré 5, la formule de Taylor en —1 s’écrit
k=5 k a) directe f(A)={y€e F|3xe Py, y= f(x)}, i.e.'ensemble des f(x) € F pour x parcourant A;
Px) =Y PP w J;cll) . b) inverse (réciproque) f~(B) = {x € 2 | f(x) € B}."
k=0 ) 2. Onaxpe f(f'(B)) ssidze f1(B) tel que xo = f(2) et z € f~1(B) ssi f(z) € B. Ceci prouve que f(f'(B)) < B.®

On calcul alors les dérivées P® (x) pour k=0,...,5 et on les évalue en —1: 3. Soient E = F =R et f I'application définie par f(x) = 1 - x2. Soit B = [-3, 1]. Alors

Px)=x’-x*-2x3+x*-x-2 P(-1)=0 a) f71(B)=1[-22], 0 supf'1=2=mt§1xf'1,
P'(x) =5x* —4x® —6x% +2x—1 Pl(-1)=0 b) f(f7'(®) = [-3;1] et on remarque que [-3,1] < i
3 5 [-3;1] d) inff'=-2=minfL
P"(x) =20x" - 12x* - 12x +2 P'(-1)=-18 e B B
" — 2 _ _ M1y =
P"'(x) = 60x* —24x— 12 PR(-1=72 2 Exercice Il
PV(-1)=-144 On considere le polynome

PV (x)=120x-24
PV (x)=120

PY(-1)=120 P(x)=x" —5x* +10x> — 1162 + 7x - 2.
1. Ecrire la formule de Taylor de P en 1; montrer que 1 est une racine de P et déterminer son ordre de multiplicité.

La formule de Taylor en —1 s’écrit alors
2. Factoriser P sur R en sachant qu'’il posséde une autre racine réelle évidente (i.e. elle est un diviseur du terme de

+1)? +1)3 +1)* +1)° é
P =188 O DT DT B D degré 0).
» 3 4 - 120 3. Factoriser P sur C.
=-9(x+D*+12(x+1)*-6(x+ D+ (x+1)°
_ 2(,3 2 . s .
=(x+1) (x —3x *3"*2) Solution de I'exercice Il
Ceci implique que —1 est une racine de P de multiplicité 2. 1. Pour un polynéme P de degré 5, 1a formule de Taylor en 1 s’écrit
2. On pose Q(x) = x° —3x? + 3x — 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidienne de Q par k=5 (x-1k
Px)=Y. P“‘)(I)T

(x—2) on obtient
k=0

Q) = (x-2)(x*—x+1).
On calcul alors les dérivées P (x) pour k=0,...,5etonles évalueen1:

Etant donné que x? — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

) ) P(x) =x° =5x* +10x> - 11x° + 7x -2 P(1)=0
Px)=(x+1D(x-2)(x"—x+1). R ,
P'(x) =5x* —20x® +30x* — 22x +7 P'1)=0
3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x> — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles du cours, P"(x) = 20x% — 60x% + 60x — 22 P'1)=-2
onaA=-3et urne racine carrée de A est § = iv/3 d’ol1 les deux racines complexes conjuguées x; = % - ié =e'f et P (x) = 60x% — 120x + 60 P"1)=0
=3+ i§ =¢'%. On conclut que la factorisation de P sur C est PV (x) = 120x - 120 PlVay=o0
PY(x) =120 PY(1)=120

P =(x+ 1 (x-2)(x—eF)(x—e'T).
La formule de Taylor en 1 s’écrit alors

...................................................................................................................................... . L
P = 28T g
2 120

MODULE M131 - L1PC(2) - CONTROLE IT
= (- 1)2(x3 ~3x2 +3x—2)

Ceci implique que 1 est une racine de P de multiplicité 2.

? Exercice I
2. On pose Q(x) = x° — 3x% + 3x — 2. Une racine réelle évidente de Q est 2. En effectuant la division euclidienne de Q par

Soient E, F deux ensembles non vides et f une application de E dans F.
1. Rappeler la définition de I'image (x-2) on obtient
a) directe f(A) de Ac Epar f
b) inverse (réciproque) f~!(B) de B c F par f.
2. Montrer que VB F, f(f~'(B)) = B.
3. Soient E = F =Ret f I'application définie par f(x) =1— x2. Soit B = [-3, 1]. Trouver
3. Pour factoriser P sur C il ne reste que factoriser le polynéme x> — x + 1 sur C. Avec les notations usuelles du cours,

. 2 . N . . 2 . ix
on a A = -3 et une racine carrée de A est § = iv/3 d’ol1 les deux racines complexes conjuguées x; = 3= zé =e's et

Q) =(x-2)(x*—x+1).
Etant donné que x% — x + 1 ne se factorise pas sur R, on conclut que la factorisation de P sur R est

P(x) = (x-1)*(x-2)(x* —x+1).

a) '), ) sup f! (est-il maximum?),
B
) i%ff’l (est-=il minimum?). Xp = % + i? =¢'% . On conclut que la factorisation de P sur C est

b) f(fB),

P(x) = (x— D2(x—-2)(x—e' ) (x—e 7).

5. Limage réciproque se note f~!(B) bien que f~! ne soit pas définie en générale. Cependant, si f est bijective, le symbole f~! a deux sens : il
représente d’abord I'image réciproque I de B par f et aussi I'image directe I’ de B par f~!. Heureusement, I = I'.
6. Si f est surjectiveona B= f(f~1(B)).



Controle I11

— Groupe 1 : 23 novembre 2009
— Groupe 2 : 25 novembre 2009
— Groupe 3 : 24 novembre 2009



Université du Sud Toulon-Var Module M131 L1PC(1)

CONTROLE III
23 novembre 2009 — durée : 1 heure

> Les documents, portables et calculatrices sont strictement interdits.
> On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu compte lors de la
correction.

Exercice |

1. Donner la définition et un exemple d’une suite de Cauchy. Quel lien existe-t-il entre «suite de Cauchy» et «suite convergente» ?
2. Soit (u,) une suite telle que
Uns1=u2-3,
{uo >3
a) Montrer que pour tout n € N, u, > %
b) Ensupposant que la limite de u,, existe, la calculer.
c) Montrer que (u,) est une suite monotone et en étudier sa convergence.

3. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

2\" 2\
a) lim (1+7) , b) lim (1+—] s
n—+oo n n—+oo n
vn _pym\n
¢) lim (1+E) ) d) lim (1+( b ) .
n—+o0o n n—+00 n

Solution de I'exercice |

1. Une suite u,, est de Cauchy si
VeeR* AM eNtel que |up —ugl <€ Vp,geN, p,qg=M.

Une suite est de Cauchy si et seulement si elle est convergente.
Un exemple de suite de Cauchy est donc la suite % qui converge vers 0.
2. a) Parrécurrence:
- u>3;

- soit u, >3, alors upe = u -3 =

1237373
b) Soit ¢ =limu, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = 02— % dou ¢ = —% oul = % Puisque
u, > % pour tout n € N, seul £ = % est une limite finie acceptable.

9_3_3

c) Puisque u, > % pour tout n € N, on a up41 — Uy = uf, —Up— % > 0, autrement dit la suite u, est monotone croissante.
Etant une suite monotone croissante vérifiant u,, > % pour tout n € N et puisque 'unique limite réelle possible est £ = %,
on conclut que lim u,, = +o0.

n
2

. 2\1 . 2 2
3. a rllle(l+%) :nlllpw((1+%) ) :g{

vn
. 2\ . 5 NG _
b Jlim (1+F) *n‘HPw((“ﬁ) ) = oo
1
. 2\WR . 2\ Vi _
0 im0+ 5= tim ((15)") 7 =1

d

. AN . B B . 2 . . . .
11111 (1 + %) n'existe pas car la suite extraite constituée par les termes d’indices paire converge vers e et la suite ex-
n—+oo

traite constituée par les termes d’indices impaire converge vers e,

Exercice 11
Soit f I'application définie par
fiR—=R
x2cosl six#0,
x— f(x)= x
! {0 six=0.

1. f est-elle continue en 07 (justifier la réponse)
2. Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires. En déduire le nombre de solutions de I'équation x> — 16 = 0 sur l'intervalle
10, +o0o sans resoudre I'équation.
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Solution de I'exercice |l

—

. A partir des inégalités —x? < x? cos% < x? et en utilisant le théoréme de 'encadrement on déduit que lirr[l] x? Cosi =f)=0
X
donc f est continue en 0.
2. Les énoncés suivants sont équivalents :
- Si f est définie et continue en tout point d’un intervalle I alors pour tout sous-intervalle J de I, 'image f(J) est un intervalle.
- Limage d’un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de R.
— Soient f une fonction continue sur un intervalle I de R et a, b € I avec f(a) < f(b). Alors f atteint toutes les valeurs inter-
médiaires entre f(a) et f(b); plus précisément :

Vde[f(a), f(b)] 3Fccomprisentre a et b tel que f(c) =d.

On considere la fonction f: x— x% - 16. f est une fonction définie et continue sur R. Etant une parabole convexe de sommet

(0,-16), la fonction f est strictement croissante sur ]0; +oo[. De plus f(0) = —16 et xlirp f(x) = +o0. Par conséquent, la fonc-
—+oo

tion f, strictement croissante sur ]0; +ool, est négative en x = 0 et positive pour x — +o00, donc d’apres le théoréme des valeurs

intermédiaires, I'équation associée a la fonction f admet une unique solution sur l'intervalle ]0, +ocol.

CONTROLE III
24 novembre 2009 — durée : 1 heure

> Les documents, portables et calculatrices sont strictement interdits.

> On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu compte lors de la
correction.

Exercice |

1. Enoncer le théoreme de la limite par encadrement (ou des deux gendarmes). En déduire le comportement de la suite u, qui

vérifie
2 4 "
<Up<—, VYneN*, n>100.
n+3 n
2. Soit (u,) une suite telle que
Upe1 = u? -1,
ug > 2.

a) Montrer que pour tout n € N, u;,, > 2.
b) Ensupposant que la limite de u, existe, la calculer.
c) Montrer que (u,) est une suite monotone et en étudier sa convergence.

3. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

. .2 . L2
a) 'IETm(n51n ;), b) nEIPoo(nSln ﬁ),
. .2 . . (=D"
¢) lim [Vnsin—|, d) lim |nsin .
n—+oo n n—+oo n

Solution de I'exercice |
1. Soit u, une suite. S'il existe deux suites v, et w, ayant une méme limite ¢ € R et satisfaisant
dMeNtel que v, < up < w,VneN, n= M.

Alors limu, =/¢.

Puique lim 2 =lim4 =0, d’apres le théoreme d’encadrement on a que lim, u,, = 0.
N 3 =S

2. a) Parrécurrence:
- Uuy>2;
— soit u, > 2, alors uye =u%-1>4-1=3>2.

&

b) Soit ¢ =limu, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = 2 —1dous= _]%‘/5 oul= '“2'
Puisque u,, > 2 pour tout n € N, aucune limite finie n’est acceptable.

c) Puisque u, >2pourtoutneN,ona ;1 —u, = uf, —u,—1> 0, autrement dit la suite u,, est monotone croissante. Etant
une suite monotone croissante tel que u, > 2 pour tout n € N et puisque il n'y a pas de limite finie réelle possible, on
conclut que lim u,, = +oo.

3. a nHIPw[nsin%] :HETwZ(%sin%):Z,
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lim (n in 2= lim 2\/n[ﬁ in 2| =+ ,
b) b S 5 ) = A z SNy °
i in2)= lim -2 (Zgin2)=
o Jlim (Vasini)= lim 2 (5sing) =0,
—1)" . B . . s . . . .
d) liIP (nsin %) n'existe pas car la suite extraite constituée par les termes d’indices paire converge vers 1 et la suite
n—-+oo

extraite constituée par les termes d’indices impaire converge vers —1.

Exercice |l
Soit f I'application définie par

fiR—-R
xzsini six#0,

x—»f(x):{0

six=0.

1. f est-elle continue en 07? (justifier la réponse)
2. Enoncer le théoréme des valeurs intermédiaires. En déduire le nombre de solutions de I'équation x> — 16 = 0 sur l'intervalle
] —00,0[ sans resoudre I'équation.

Solution de I'exercice |l

1. A partir des inégalités —x? < x? sini < x? et en utilisant le théoréme de 'encadrement on déduit que lir% x? sin% =f0)=0
e
donc f est continue en 0.
2. Les énoncés suivants sont équivalents :

- Si f estdéfinie et continue en tout point d’'un intervalle I alors pour tout sous-intervalle J de I, 'image f(J) est un intervalle.

- L'image d’un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de R.

— Soient f une fonction continue sur un intervalle I de R et a,b € I avec f(a) < f(b). Alors f atteint toutes les valeurs inter-
médiaires entre f(a) et f(b); plus précisément :

Vde[f(a), f(b)] 3Fccomprisentre aet b tel que f(c) =d.

On considere la fonction f: x— x* —16. f est une fonction définie et continue sur R. Etant une parabole convexe de sommet

(0,-16), la fonction f est strictement décroissante sur | —oo;0[. De plus f(0) = —16 et lim f(x) = +oo. Par conséquent, la
xX——00

fonction f, strictement décroissante sur ] —oo; 0], est négative en x = 0 et positive pour x — —oo, donc d’apreés le théoreme des

valeurs intermédiaires, I'équation associée a la fonction f admet une unique solution sur I'intervalle ] — oo; 0[.

CONTROLE III
25 novembre 2009 — durée : 1 heure

> Les documents, portables et calculatrices sont strictement interdits.
> On attachera le plus grand soin a la rédaction et a la présentation claire et lisible des résultats dont il sera tenu compte lors de la
correction.

Exercice |

1. Donner la définition de suites adjacentes. Quel lien existe-t-il entre «suites adjacentes» et «suites convergentes» ?

2. Soit (1) une suite telle que
2 15
Up+1 = uf, - j‘),
up> L.

a) Montrer que pour tout n € N, u, > %

b) Ensupposant que la limite de u,, existe, la calculer.
c) Montrer que (u,) est une suite monotone et en étudier sa convergence.
3. Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

2 2
a) lim nz(l—cosf), b) lim nz(l—cos—),
n—-+oco n n—+oo vn

2 1
¢) lim n(l—cosf), d) lim nz((—l)"—cosf).
n—+oo n n—+oo n
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Solution de I'exercice |

1. Deux suites réelles u, et v, sont dites adjacentes lorsque I'une est croissante, 'autre est décroissante et lirp (U —vy) =0.
n—+oo
Si deux suites réelles u, et v, sont adjacentes alors elles sont convergentes et elles convergent vers une méme limite.

2. a) Parrécurrence:

5
15
5

- soit u, > 175, alors uy.1 = U2 — 175 >7175 >
b) Soit ¢ =limu, avec ¢ € R. Alors, en passant a la limite dans la définition, ona ¢ = 02— 1475 doul = —% oufl= g Puisque
Up > % pour tout n € N, aucune limite finie n’est acceptable.
c) Puisque u, > ? pour tout n € N,ona up41 — Uy = ui — Uy — 175 > 0, autrement dit la suite u,, est monotone croissante.
Etant une suite monotone croissante tel que u,, > % pour tout 1 € N et puisque aucune limite réelle finie n’est possible,
on conclut que lim u,, = +oo.

. . 2
3. a nl_lToonz (1- cos%) = nl_lrpw4”7 (1-cos %) =2,

lim n?(1-cos 2] = lim (@nn(1-cos %] =+oo,

b) A7 cos = "_111100( nn cos 7= 00,
i 2 )= i 4,201 2) -

o Jlim n(l-cosi)= lim 5n*(1-cosy)=0,

d) "lirP (-1)"n?(1- cos%) n'existe pas car la suite extraite constituée par les termes d’indices paire converge vers % etla
—-+00

suite extraite constituée par les termes d’indices impaire diverge vers —co.

Exercice Il

Soit f I'application définie par

fiR—=R
—xsin% six#0,
0 six=0.

fo(x):{

1. f est-elle continue en 07 (justifier la réponse)
2. Enoncer le théoreme des valeurs intermédiaires. En déduire le nombre de solutions de I'équation x2 - /2 = 0 sur l'intervalle
] —00,0[ sans resoudre I'équation.

Solution de I'exercice |l

1. A partir des inégalités —x < xsin% < x et en utilisant le théoréme de I'’encadrement on déduit que lir% —xsin% = f(0)=0donc
e
f estcontinue en 0.
2. Les énoncés suivants sont équivalents :
- Si f estdéfinie et continue en tout point d’'un intervalle I alors pour tout sous-intervalle J de I, 'image f(J) est un intervalle.
- Limage d’'un intervalle de R par une fonction continue est un intervalle de R.
— Soient f une fonction continue sur un intervalle I de R et a,b € I avec f(a) < f(b). Alors f atteint toutes les valeurs inter-
médiaires entre f(a) et f(b); plus précisément :

Vde[f(a), f(b)] 3Fccomprisentre a et b tel que f(c) =d.

On considere la fonction f: x — x*—v/2. f est une fonction définie et continue sur R. Etant une parabole convexe de sommet

(0,—v/2), la fonction [ est strictement décroissante sur | —oo,0[. De plus f(0) = —V2 et Xlim f(x) = —oo. Par conséquent, la
——o0

fonction f, strictement décroissante sur ] —oo, 0, est négative en x = 0 et positive pour x — —oo, donc d’apres le théoreme des

valeurs intermédiaires, I'équation associée a la fonction f admet une unique solution sur l'intervalle | — oo, 0[.
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DLs usuels en 0
k=n 2 3 4
X X x
ln(1+x):Z(—l)k“—+o(x”):x—?+———+ + D" o (x)
k=1
k=n 4k 2 .3 4 n
X x* X X X
Inl-x)=-) —+o(x")=-x-F%-"- = —+o(x")
=k 2 3 4 n
k=n Lk 2,3 4 n
X X XX x
ef=) —to(x")=l+x+ T+ =+ =+ +=+o0(x")
= K 26 24 nl
k=n 2k+1 3 .5 2n+1
X X x X
sin() = Y (-)f ——+0(¥®™*) =x -+ —— 4+ (D) ——— + 0 (x?"*?)
= Rk+! 6 120 @n+1!
S 2n+1 x n X" 2n+1
cos(x -)"——+o(x =l-—+_—+ -1 +o(x
@ k:O( T (") 2 24 RS (=)
tan(x) +x3 2x5+ 17x7 ( 8)
an(x) =x+—+—+——+0(x
3 15 315
3 5 1\| 2n+1
3 —
arcsin(x) = x+ = + o ot || T2 || I 4 o (x2772)
6 40 nl|2n+1
I .
arccos(x) = ) —arcsin(x)
k=n 2k+1 3,5 47 2n+1
kX 2n+1 x d x nX 2n+2
arctan(x) = -1 +o(x =X-—+——-—+-+(-1 +o(x
(]g,(]zkﬂ () 35 7 D o)
k=n 2k+1 3 5 2n+1
X X X
sinh(x)= ). ———+0(X*"*?) =x+—+ =+ + ——— +0(x*"*?)
& @k+1)! 6 120 @n+1)!
k=n 2k 2 4 2n
x x* x X
cosh(x)= Y ——+o(x*"") =1+ =+ =+ + — +0(x*"*!
@ ,sz(,(zk)l () 2 24 @n)! ()
3 5 7
X7 2x> 17x
tanh(x) = x - — + — - ——+0(x%)
3 15 315
k=n
a a(a—1 ala-1)(a—-2 a
A+x0%=Y | |x*+o(x")=1+ax+ @l oD@ 5, x"+o0(x")
i—o\k 2 6 n
2 .3 4
x x° x° b5Xx 4
Vitx=1l+-—-—+——-——+o0(x
2 8 16 128 ( )
1 x+3x2 5153_*_5x4+ (4)
==l--+——-——+——+o0(x
V1+x 2 8 16 128
2 .3 4
x x* x° 5X
I-x=1---"-—- —— +o(x")
2 8 16 128
1 ken k .k n 2 3 n.,n n
T -D*x* +o(x")=1-x+x* -2+ +(-1)"x" + 0 (x")
k=0
1 k=n &
—— =Y o) =1+x+2+ 3+ o (x"
1 (
X k=0

CONTROLE IV - THEME A

Exercice | [10 points]

1. Enoncer le théoreme de Rolle. Soit i: [-1;1] — R la fonction définie par h(x)=1- V/x2. Peut-on appliquer a & le théoreme de Rolle ?
(justifier la réponse)
2. «Toute fonction continue est dérivable». Démontrer cette affirmation si elle est vraie, donner un exemple si elle est fausse.
3. Soit f: R — R une application définie par
*Inx, six>0,
fx) =10, six=0,
xzsin(%), six<0.
a) f est-ellecontinueen x=0?
b) Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente & f en x = 1.
c) f est-elle dérivableen x=0?
d) f est-elle de classe € (R)?

Solution de I'exercice |
1. [2 points] Théoreéme de Rolle Soit f une fonction continue sur Uintervalle fermé [a; b, dérivable sur Uintervalle ouvert)a; b|, telle que
f(a) = f(b). Alors il existe c € 1a; b tel que f'(c) = 0.

h est continue sur l'intervalle fermé [-1;1]. On abien k(1) = h(—1) avec h'(x) = ——2= si x # 0 mais /' (0) n'existe pascar lim
x—0%

— h(x)-h(0) _
3 0 -

Foo.
2. [1 point] Laffirmation est bien évidemment fausse. Il suffit de considerer la fonction f : R — R telle que f(x) = |x| : elle est continue
mais elle n’est pas dérivable en x = 0 car lirrll] “%‘ n'existe pas.
X
3. a) [1point] lim f(x) = lim x2Inx =0, lim f(x) =lim x2 sin(%) =0, donc lim f(x) = f(0) : f est continue en 0.
x—0 x—0 x—0 x—0 x—0
x>0 x>0 x<0 x<0
x(2Inx+1), six>0,
2xsin(L)-cos(), six<o.
La droite tangente & f en x = xo a équation y = f'(xo)x + (f (xo) — f'(x0)xo) donc pour xo=1onay=x-1.
f)-f©O)
x-0

b) [2 point] f'(x) :{

¢) [2 points] La fonction est dérivable en x = 0 ssi existe finie la limite liH(lJ
e

_f 2 _f 2 . - .
Ona lin}) f(x;gm) = lirré x i“,‘ffo =0, lin}) ﬂxifg“” = l_irrll] X ”“:[(}‘/)X] 0 =0, donc ll[‘%% =0=f'(0): f estdérivable en 0.
)J(r>0 J)C[>0 §<0 ’}c<() *

d) [2 points] lirrlllf’(x) = lin}]x(zlnx +1)=0, lin%f’(x) = lirrészin(%) - cos(i) n’existe pas, donc f’ n'est pas continue en 0. Par
0 0 <0 <0
conséquent f n'est pas de classe ¢ (R).

Exercice Il [6 points]

Soit g: ]0; % [—]0,1[ une application telle que g(x) = sin(x).

1. Montrer que g est strictement croissante sur ]0; 5 [

2. En utilisant le théoréme de la bijection (qu’on énoncera) démontrer que I'équation g(x) = % admet une unique solution.
3. Déterminer la fonction inverse g~!. Que sait-on de la continuité de g~! 2

4. Calculer la dérivée de g~ sur ]0; 11.

Solution de I'exercice Il
1. [1 point] g(x) = sin(x), g'(x) = cos(x), g’'(x) > 0 pour tout x € ]0; 5[ donc g est strictement croissante sur ]0; 7 [.
2. [2 points|] Théoréme de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit une
bijection de I dans f (I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f(I), est monotone sur f(I) et a le méme sens de variation que

X

g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur ]0; 2 [, ce qui prouve que g réalise une bijection de 10; 5 [ dans
£(10;21) =11im g(x); lim g(x)[=]0;1[.
x—0 Xﬂ%
Comme % € g(10; Z[), on en déduit qu'il existe un unique réel a € 10; 7 [ tel que g(a) = %

3. [2 points] g~': ]0;1[—]0; Z[ avec g~!(y) = arcsin(x). Comme g réalise une bijection de ]0; 51 dans ]0; 1, la bijection réciproque g!
est une bijection de ]0;1( dans ]0; % [. Sachant que g est continue sur ]0; % [, on peut en déduire que g’l est continue sur ]0;1[.

4. [1 point] La dérivée de g~! sur ]0; 1] est

>

V12

1. Dans un repére orthonormé, les graphes de f et de sa bijection réciproque sont symétriques par rapport a la premiére bisectrice des axes
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Exercice Il [10 points]

1.

2.

. Calculer la limite lirr}
X

en 0 al’ordre 3.

Déterminer le développement limité de la fonction g(x) =

xX°-x
al'ordre 2.
1+x

en utilisant les developpemets limités du tableau.

Déterminer le développement limité asymtotique en +oo de la fonction £(x) =

sinh(x)+sin(x)—2x
- Caleuler la limite lim ~co o el =7

. Calculer la limite hm "1“" en utilisant les developpemets limités du tableau (attention : x — 1 et non 0).

V3x+1+vV2-x—-V2x+7

X2+x-2

en utilisant la regle de UHopital.

Solution de I'exercice Il

1. [2 points] A partir du DL donné dans le tableau cos(x) =1 — %xz +0(x3), on trouve le DL en zéro de

1 . .
) (en utilisant le DL en zéro

1 .
de =)
u=4x2+o(x%)

———

1 1 p 1, P
e 1+u+o?) = 1+5x‘+o(x5).

cos(x)  1- 1x2+0(x3)

En multipliant ce résultat par le DL donné dans le tableau e* = 1+ x + %xz + éxS + 0(x3) on obtient finalement

5 2 .
g = 1+x+x‘+§x3+o(x‘).

. [2 poims] On pose y = l. 1l s’agit de calculer le développemem limité en zéro a’ordre 3 de la fonction r(y) = ﬁ

Or, 1+y =(1-ya —y+y y + o(y )) donc r(y) =+ —2y+2y —2y +a(y ) et finalement ¢(x) = x — 2+ £-5 4 o(x72).
. [2 points] sinh(x) + sin(x) — 2x =X+ L + o5 X~ + m —2x+0(x%

cosh(x) +cos(x)—2=1+% +24+1 2+7—2+o(x)

sinh(x) +sin(x)-2x  _ o)
Done lim 055+ cosa -2 = im Lro) 5
(Hy)(y**“ +v(y3)]
ints N o xinx o (p)Indey) 1T _1

. [2 points] On pose y = x — 1 Alors }gnl = }Lo YT = yg}) e = }1:1?) e S

. [2 points] Soit f(x) = V3x+1+V2-x—-V2x+7 et g(x) = x2+x-2. f et g sont continues sur [0;2], dérivables sur ]0;2[ et f(1) =

g(1)=0.0na
, 3 1 1 ,
(x) = - - s (x)=2x+1
! 2V3x+1 2vV2-x V2x+7 g
d’'olt hm (x) 36+ On en déduit que llm /Eﬁ 3‘75.

CONTROLE IV - THEME B

Exercice | [10 points]

1.

Enoncer le théoréeme des acroissements finis. Soit /: [-1;1] — R la fonction définie par h(x) = 1 - /2. Peut-on appliquer a h le
théoréme des acroissements finis ? (justifier la réponse)

. «Toute fonction continue est dérivable». Démontrer cette affirmation si elle est vraie, donner un exemple si elle est fausse.

. Soit f: R — R une application définie par

x%cost - six>0,

fx) =10, six=0,
x2sin %, six<0.
a) f est-elle continueen x=07?
b) Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = %
c) f est-elle dérivableen x=0?
d) f est-elle de classe € (R)?

Université du Sud Toulon-Var Module M131 L1PC - 15 décembre 2009 — durée : 90 minutes

Solution de I'exercice |
1. [2 points] Théoréme des acroissements finis Soit f une fonction continue sur lintervalle fermé [a; b] et dérivable sur l'intervalle
ouvert)a; b. Alors il existe c € |a; D[ tel que f(b) — f(a) = (b—a) f'(c).
h est continue sur [-1,1] et A/ (x) = —# si x # 0 mais h'(0) n'existe pas car l)icm
2. [1 point] Laffirmation est bien évidemment fausse. Il suffit de considerer la fonction f : R — R telle que f(x) = |x| : elle est continue

mais elle n’est pas dérivable en x = 0 car lin}] % n'existe pas.
i I

h(x)-h0) _ —
—x=0 - +00.

3. a) [l points] lim f(x) = lim x2 cos% =0, lim f(x) = lim x2 sin% =0, donc lim f(x) = f(0) : f est continue en 0.
x—0 x—0 x—0 x—0 s x—0
x>0 x>0 x<0 x<0
2xcosl+sinl, six>0,
b) [2 points] f(x) = o .
2xsm;—cos;, six<0.
La droite tangente a f en x = xy a équation y = f'(xo)x + (f (xo) — f’(x0)Xo) donc pour xp = % onay= —%x+ ”712
¢) (2 points] La fonction est dérivable en x = 0 ssi il existe fini la limite lim,_¢ f(x) f(O)
2 2 1
Ona ili‘% f(xi_é = llirll] us Lf:o‘ =0, ilil}] f(x;_{, = }Clir‘lj z ;“15 =0, donc )lciir(l)% =0=f'(0) : f estdérivable en 0.
x>0 x>0 x<0 x<0
d) [2 points] lin}] flx) = lin}] [2xcos% + sin%) n’existe pas, donc f’ n’est pas continue en 0. Par conséquent f n’est pas de classe
X— X—

x>0 x>0

€' (R).

Exercice Il [6 points]

Soit g: ] —1,0[— R une application telle que g(x) =In(1 + x).

1. Montrer que g est strictement croissante sur | — 1,0[.

2. En utilisant le théoreme de la bijection (qu’on énoncera) démontrer que I'équation g(x) = —2 admet une unique solution.
3. Déterminer la fonction inverse g~!. Que sait-on de la continuité de g~ 2

4. Calculer la dérivée de g'1 sur]—oo;0[.

Solution de I'exercice |1
1. [1 point] g(x) =In(1 + x), g’( )= 1+x’ g '(x) >0 pour tout x € ] — 1;0[ donc g est strictement croissante sur ] —1;0[.

2. [2 points] Théoréme de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit une
bijection de I dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f (I), est monotone sur f (I) et a le méme sens de variation que

f.2

g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur ] — 1;0[, ce qui prouve que g réalise une bijection de ] — 1;0[ dans
g(—-1;0)) =] lim_g(x);lim g(x)[=] —o00;0[.
x—-1 x—0

Comme -2 € g(] - 1;0[), on en déduit qu’il existe un unique réel @ € ] — 1;0[ tel que g(a) = —
3. [2 points] g~': R* —]—1;0[ avec g"!(y) = ¥ — 1. Comme g réalise une bijection de ] - 1;0[ dans R*, la bijection réciproque g~
une bijection de R* dans ] — 1;0[. Sachant que g est continue sur | — 1;0[, on peut en déduire que g~ est continue sur R*.

4. [1 point] La dérivée de g’] sur]—oo,0[ est e,

Exercice Il [10 points]

X

1. Déterminer le développement limité de la fonction g(x) = en 0 al’ordre 3.

(sinx)/x

-x

2. Déterminer le développement limité asymtotique en +oo de la fonction ¢(x) = al’ordre 2.
X

x(cosh(x)+cos(x)—2)

simhCorsin(y—2x €N utilisant les developpemets limités du tableau.

3. Calculer la limite lim

vlnx

en utilisant les developpemets limités du tableau (attention : x — 1 et non 0).

V1-3x+Vx+2-v7-2x
-x-2

4. Calculer la limite 11m

5. Calculer la limite lim1 en utilisant la régle de U'Hopital.
X——
Solution de I'exercice |11
1. [2 points] A partir du DL donné dans le tableau cos(x) =1 — —x +0(x%), on trouve le DL en zéro de ——

deﬁ):

msm (en utilisant le DL en zéro

u=4x2+o(x%)

1 1
cos(x)  1-21x2+0(x3)

p 1
pa l+u+o(u2):1+5x2+o(x3).

2. Dans un repére orthonormé, les graphes de f et de sa bijection réciproque sont symétriques par rapport a la premiére bisectrice des axes
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. [2 points] Soit f(x) =

En multipliant ce résultat par le DL donné dans le tableau e* = 1+ x + %xz + %xs + 0(x%) on obtient finalement

2
g =1+x+x*+ §x3+o(x3)‘

. [2 poims] On pose y = l. 11 s’agit de calculer le développement limité en zéro al’ordre 3 de la fonction r(y) = ﬁ

Or, 1+y =A-nNA-y+y*-y*+ o(y )) donc r(y) 1 —2y+2y2 -2)%+0(y?) et finalement £(x) = x -2+ 2 - & + o(x 7).
. 2 points] cosh(x) + cos(x) —2 =1+ & + £ 24 +1- 2 + % —2+o0(xh)

sinh(x) +sin(x) —2x=x+ ﬁ + '—0 +x— g + ﬁ —2x+0(x%)

Done lim A56balseex-2 - i 37200~
. 12 points] 5 _ Jiy U004 S ) lim Mo =3

Ty T Y&y = 2(1+y)

V1=-3x+Vx+2-V7-2xetg(x) = xX2-x-2. f et g sont continues sur [—2;0], dérivables sur]-2;0[ et f(-1) =

g(=1)=0.0Ona
Poe-—2 1, 1 ') =2x-1
2V1-3x 2vVx+2 V7-2x g
d’olt hm g (xi 35 On en déduit que llm va) —3176.

CONTROLE IV - THEME C

Exercice | [10 points]

1.

Enoncer le théoreme des acroissements finis. Soit /: [-2;1] — R la fonction définie par h(x) =1 - /X2, Peut-on appliquer a h le
théoréme des acroissements finis ? (justifier la réponse)

. «Toute fonction continue est dérivable». Démontrer cette affirmation si elle est vraie, donner un exemple si elle est fausse.

. Soit f: R — R une application définie par

xzsini, six>0,
fx)=10, six=0,

x3sin£, six<O0.

a) f est-elle continueen x=0?
P, . . 5 1

b) Calculer f’(x) pour x # 0. En déduire I'équation de la droite tangente a f en x = .
c) f est-elle dérivableen x=0?
d) f est-elle de classe €' (R)?

Solution de I'exercice |
1. [2 points] Théoréme des acroissements finis Soit f une fonction continue sur lintervalle fermé [a; b] et dérivable sur l'intervalle

ouverta; bl. Alors il existe c € |a; b[ tel que f(b) — f(a) = (b—a) f'(c).
. 2 . ot i h=hO) _ -
h est continue sur [-2,1] et h/(x) = 3 si x # 0 mais h’(0) n’existe pas car liIli Xxfo = Foo.
. [1 point] Laffirmation est bien évidemment fausse. Il suffit de considerer la fonction f : R — R telle que f(x) = |x| : elle est continue
mais elle n’est pas dérivable en x = 0 car hm M n'existe pas.

a) [1 points] lim f(x) = lim x?sin L =0, lim f(x)=lim x3sind =0, donc lim f(x)=f(0): f est continue en 0.
x—0 x—0 X x—0 x—0 x x—0
x>0 x>0 x<0 x<0
2xsinl—cosl, six>0,
b) [1 points] f'(x) = 5 5 N
3x“siny —xcos; six<O0.

La droite tangente & f en x = xo a équation y = f'(xo)x + (f (x0) — f'(x0)Xo) donc pour xp = % onay=x-— %

¢) (2 points] La fonction est dérivable en x = 0 ssi il existe fini la limite lim,_¢ f(x) f(O)
Ona 11m f(x) f[o) =lim ® S"i =0, hm f(x) f(O) =1lim 2 5"1 =0, donc 11m f(x) f[o) =0=f'(0): f est dérivable en 0.
x—0 X0 x—0 X0
=0 x>0 120 x<0
d) [2 points] lin}) flx) = lin}) [2xsin% —cos %) n’existe pas, donc f’ n’est pas continue en 0. Par conséquent f n’est pas de classe
0 0
CR).
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Exercice Il [6 points]

Soit g: ] —oco,0[— R une application telle que g(x) = e*—1.

1.
2.
3.
4.

Montrer que g est strictement croissante sur R*.
En utilisant le théoréme de la bijection (qu'on énoncera) démontrer que I'équation g(x) = —% admet une unique solution.
Déterminer la fonction inverse g~'. Que sait-on de la continuité de g~ 2

Calculer la dérivée de g’1 sur]—1;0[.

Solution de I'exercice |1
1. [1 point] g(x) =e* -1, g’(x) =e%, g’(x) > 0 pour tout x € R* donc g est strictement croissante sur R*.

2. [2 points] Théoréme de la bijection Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. Alors f induit une

. [2 points] g

. [1 point] La dérivée de g~ Lsur]—1,0[ est ——

bijection de I dans f(I). De plus, sa bijection réciproque est continue sur f (I), est monotone sur f (I) et a le méme sens de variation que
f~ 3

g est définie, continue, dérivable, strictement croissante sur R*, ce qui prouve que g réalise une bijection de R* dans
gRY) :]xlgrpmg(x);}clir%]g(xJ[:] - 10l
Comme —l € g[IR*), on en déduit qu'il existe un unique réel a € R* tel que g(a) = —%.

:1-1;0[— R* avec g~ (y) = In(y+1). Comme g réalise une bijection de R* dans ] - 1;0], la bijection réciproque g~
une bl]eCthl'l de ] —1;0[ dans R*. Sachant que g est continue sur R*, on peut en déduire que g~! est continue sur ] - 1;0[.

1+y

Exercice Il [10 points]

1.

. Déterminer le développement limité asymtotique en +oo de la fonction ¢(x) =

. Calculer la limite lim

. Calculer la limite lin}
fray

X
Déterminer le développement limité de la fonction g(x) = en 0 al'ordre 3.

il al'ordre 2.
X

x(cosh(x)+cos(x)—-2)

tanh(v) Han(o 2 €N utilisant les developpemets limités du tableau.

. Calculer la limite hm "'"x en utilisant les developpemets limités du tableau (attention : x — 1 et non 0).

V3x+1+vV2-x-V2x+7

X2+x-2

en utilisant la regle de UHopital.

Solution de I'exercice 111

>

[

. [2 points] On pose y = % 1l s’agit de calculer le développement limité en zéro al’ordre 3 de la fonction r(y) =

.2 poims] A partir du DL donné dans le tableau e* = 1+ x+ %xz + %x3 +0(x%), on trouve le DL en zéro de e% (en utilisant le DL en zéro
de —— 1 2
u=x+3x2+Lx%+o(x%)
1 1 —_— 2 3 1, 3
— = l-u+u"+ow’)=1-x+_-x"+o0(x).
e* l4x+ixZ+i X3 +o(xd) 2

En multipliant ce résultat par le DL donné dans le tableau cos(x) = 1 — —x + 0(x3) on obtient finalement
1
g =1-x+ §x3 +o(x%).

1-y
ya+y)”
or, % =(1-pA-y+)? _y3+0(y3)) doncr(y) =1 _2y+2y2—2y3 +0(y”) et finalement £(x) = x -2+ 2 - % + 0(x7?).

. [2 points] cosh(x) + cos(x) —2 = 1 s & S r1- 7 +5 —2 + o(x“) = 1Lz +o(xh),
tanh(x)+tan(x)—2x:x—%+ e +x+ +——2x+ o(x°) = ]— o(x®),
. x(cosh(+eos(0-2) _ i o) _ 5
Donc }}E}, tanh(x)+tan(x)-2x — }Clir(l, Lro) ~ 16°

(1+y)(y +y3 +o(y’ )]

x;xich - lim (l+;/)zln(‘})+y) lim e _ }}E(l) 1+727(:4;1)7(y ) _ %
. [2 points] Soit f(x) = V3Xx+1+v2—x—v2x+7 et g(x) = x>+ x—2. f et g sont continues sur [0;2], dérivables sur ]0;2[ et f(1) =
g(1)=0.0na
fl= LA , gx)=2x+1
2v3x+1 2v2—x V2x+7
d’olt hn} g = 36 On en déduit que llm {z(x) i.

3. Dans un repére orthonormé, les graphes de f et de sa bijection réciproque sont symétriques par rapport a la premiére bisectrice des axes



