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Ce fascicule est un support au cours d’analyse numérique en deuxieme année d'une Licence de Mathématiques. Il
aborde : la recherche de racines d’'une fonction réelle de variable réelle, I'interpolation polynomiale, I'intégration numé-
riques, l'intégration d’équations différentielles et la résolution de systémes linéaires. Les applications se font avec le lan-
gage Python dont la documentation et les sources peuvent étre téléchargées a 'adresse http://www.python.org. Les
notions supposées connues correspondent au programme des cours de Mathématiques (Analyse mathématique des fonc-
tions réelles d'une variable réelle et Algébre Linéaire) et Informatiques (Initiation a I’algorithmique et au langage Python)
de la premiere année de Licence.

Lobjet de ce aide-mémoire est de proposer une explication succincte des concepts vu en cours. De nombreux livres,
parfois tres fournis, existent. Ici on a cherché, compte tenu des contraintes de volume horaire, des acquis des étudiants
a la premiére année et des exigences pour la suite du cursus, a dégager les points clés permettant de structurer le travail
personnel de I'étudiant voire de faciliter la lecture d’autres ouvrages. Ce polycopiée ne dispense pas des séances de cours
et de TD ni de prendre des notes complémentaires. Il est d’ailleurs important de comprendre et apprendre le cours au fur
et a mesure. Ce polycopié est la pour éviter un travail de copie qui empéche parfois de se concentrer sur les explications
données oralement mais ce n’est pas un livre auto-suffisant (il est loin d’étre exhaustif) ! De plus, ne vous étonnez pas si
vous découvrez des erreurs (merci de me les communiquer).

On a inclus dans ce texte nombreux exercices corrigés. Ceux-ci, de difficulté variée, répondent a une double nécessitée.
11 est important de jongler avec les différents concepts introduits en cours et méme de faire certaines erreurs une fois
pour bien identifier les pieges. Les exercices permettent d’orienter les raisonnements vers d’autres domaines (physique,
économie, etc.), cela afin d’exhiber 'intérét et 'omniprésence de I'analyse numérique au sens large (modélisation, analyse
mathématique, discrétisation, résolution numérique et interprétation des résultats). Cependant, veuillez noter que vous
n’obtiendrez pas grande chose si vous vous limitez a choisir un exercice, y réfléchir une minute et aller vite voir le début de
la correction en passant tout le temps a essayer de comprendre la correction qui va paraitre incompréhensible. Pour que
la méthode d’étude soit vraiment efficace, il faut d’abord vraiment essayer de chercher la solution. En particulier, il faut
avoir un papier brouillon a coté de soi et un crayon. La premieére étape consiste alors a traduire I'énoncé (pas le recopier),
en particulier s'il est constitué de beaucoup de jargon mathématique. Ensuite il faut essayer de rapprocher les hypothéses
de la conclusion souhaitée, et pour cela faire quelques calculs ou transformer les hypothéses pour appliquer un théoreme
dont on aura vérifier que les hypotheses sont bien satisfaites. C’est ici que I'intuition joue un grand role et il ne faut pas
hésiter a remplir des pages pour s’apercevoir que 'idée qu'on a eu n’est pas la bonne. Elle pourra toujours resservir dans
une autre situation. Quand finalement on pense tenir le bon bout, il faut rédiger soigneusement en s’'interrogeant a chaque
pas sur la validité (logique, mathématique) de ce qu’on a écrit. Sil’étape précédente ne donne rien, il faut chercher de I'aide
(voir le début de la correction, en parler a un autre étudiant, etc.).
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Noatations

Ensembles usuels en mathématiques

On désigne généralement les ensemble les plus usuels par une lettre a double barre :

N I'ensemble des entiers naturels

N* I'ensemble des entiers strictement positifs

Z l'ensemble des entiers relatifs (positifs, négatifs ou nuls)
Z* 1ensemble des entiers # 0

@ l'ensemble des nombres rationnels (%, peZ, qe Z*)
R I'ensemble des réels

R* I'ensemble des réels autres que 0

C l'ensemble des nombres complexes

R, [x] V'espace vectoriel des polyndmes en x de degré inférieur ou égal a n

Intervalles
Inégalité Notation ensembliste Représentations graphique
a b a b
asx<b la, b] E 3
a b a b
a<x<b la, b[ ] [
a b a b
asx<b la, bl o E [
a b a b
a<x=<b la, b 4 1 3
a a
x=a [a, +oo[ E
a a
x>a la, +oo[ 1
b b
X< b ] — 00, b] d ]
b b
x<b ] —o0,b[ f
_ -a a
|x|<aaveca=0 [—a,a] 'a ? [ ]
_ —-a a
|x|<aaveca=0 1—a,al 4 a ] [
—a a —-a a
|x|=aaveca=0 ]—00,—alUla,+oo[ ] [
_ —-a a
|x| >aaveca=0 ] =00, —alu]a, +oo[ a a [ ]
VxeR | — 00, +oo|
x#a ] — o0, alula, +oo[=R\ {a} & &

Symboles utilisés dans le document

@ définition

4 théoreéme, corollaire, proposition
propriété(s)

Ve astuce

[N attention

L

remarque
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méthode, algorithme, cas particulier
exercice de base

exercice

exemple

@ & & <

curiosité

égal par définition
strictement supérieur

strictement inférieur

v AV

supérieur ou égal

IA

inférieur ou égal
différent
ensemble

ensemble A privé de 'ensemble B, i.e. Ca (B) le complémentaire de B dans A

| 2 T W
@\—p‘

ensemble vide

tel que

appartient

n’appartient pas

pour tout (quantificateur universel)
il existe (quantificateur universel)

W W o< mom

il n'existe pas

w

il existe un et un seul

est sous-ensemble (est contenu)
union d’ensembles

intersection d’ensembles

si...alors

HUDC

si et seulement si

si et seulement si

»
»
—

logarithme de base e
logarithme de base a

infini

\855
R

symbole d’intégrale

2

somme par rapport a l'indice i, équivauta ap+ a; +--- + a,

= \;I'Mz

Il
(=}

S

produit par rapport a l'indice i, équivauta ag x a; x -+ x an
n! n factoriel, équivautal x2x---xn

gof fpuisg

f',7; symboles de dérivée

Py domaine de définition d'une fonction f

Conventions pour la présentation du code

Pour I'écriture du code, on utilise deux présentations :

@ les instructions précédées de chevrons dans une boite grisée sont a saisir dans une session interactive
1 >>> 1+ 1

2 2

@ les instructions sans chevrons dans une boite grisée sont des bouts de code a écrire dans un fichier

1 print(’Coucou!’)

6 © G. FACCANONI



Tutnaduction aw caleal scientifigue

On peut définir le CALCUL SCIENTIFIQUE comme la discipline qui permet de reproduire sur un ordinateur un phénomene
ou un processus décrit par un modeéle mathématique.

[ ANALYSE MATHEMATIQUE |

[ PHENOMENE PHYSIQUE, ECO- | [ MODELE MATHEMATIQUE Bien posé

NOMIQUE, BIOLOGIQUE... _|Mise en équations : Bien conditionné

Observation expérimentale équations différentielles, inté- Propriétés de la solution (stabi-

Modele conceptuel grales, stochastiques... J lité,...)

7
Solutions analytiques
I- ---------------------------------------------------- 1
1 1
1 7 N 1
1 CALCULS p !
' PROGRAMMATION ) ; !
1 ( =
1 Langage de programmation (C, ANALYSE NUMERIQUE ] :
. C++, Fortran, Java, Python, Mat- Méthodes de discrétisation !
: «<——lab, Scilab, Octave...) Analyse des algorithmes (rapi- :
' Structure des données dité, précision, souplesse) !
! Implémentation de I’algorithme | Estimation des erreurs '
1 LOptimisation :
: " J 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1

1 Y '
1 r
' POSTPROCESSING ) :
: Visualisation CALCUL SCIENTIFIQUE ]
' | Analyse des résultats .
;o .
! :

Lordinateur est aujourd’hui un outil incontournable pour simuler et modéliser des systemes complexes, mais il faut
encore savoir exprimer nos probléemes (physiques, économiques, biologiques...) en langage formalisé des mathématiques
pures sous la forme d’équations mathématiques (différentielles, intégrales...). Nous sommes habitués a résoudre les pro-
blémes de facon analytique, alors que I'ordinateur ne travaille que sur des suites de nombres. On verra qu'’il existe souvent
plusieurs approches pour résoudre un méme probléme, ce qui conduit a des algorithmes différents. Un des objectifs de ce
cours est de fournir des bases rigoureuses pour développer quelques algorithmes utiles dans la résolution de problémes en
mathématique, économie, physique...

Un algorithme, pour étre utile, doit satisfaire un certain nombre de conditions. Il doit étre :

rapide : le nombre d’opérations de calcul pour arriver au résultat escompté doit étre aussi réduit que possible;

précis : l'algorithme doit savoir contenir les effets des erreurs qui sont inhérentes a tout calcul numérique (ces erreurs
peuvent étre dues a la modélisation, aux données, a la représentation sur ordinateur ou encore a la troncature) ;

souple : T'algorithme doit étre facilement transposable a des problemes différents.

Le choix et 'optimisation des algorithmes numériques mis en pratique sont absolument cruciaux tant pour les calculs
de type industriel souvent trés répétitifs et devant donc pouvoir étre exécutés en un temps trés court, que pour les cal-
culs de référence pour lesquels la seule limite est la patience de celui qui les fait. Par exemple, en fluidodynamique, en
laissant tourner une station de travail pendant quelques jours, les numériciens résolvent des systémes frisant le milliard
d’inconnues. L'expérience montre qu’entre une approche numérique standard et une approche soigneusement réfléchie
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et optimisée un gain de temps de calcul d'un facteur 100, voire davantage, est souvent observé. Il est clair qu’on peut pas-
ser ainsi, grace a cet effort, d'un calcul totalement déraisonnable a un calcul parfaitement banal : tout 'enjeu de I'analyse
numériques est la! C’est dire I'importance pour tous scientifique de bien connaitre ces méthodes, leurs avantages et leurs
limites.

s Exemple Calcul de VA

Sur ordinateur, 'addition de deux entiers peut se faire de facon exacte mais non le calcul d'une racine carrée. On procede alors par
approximations successives jusqu’a converger vers la solution souhaitée. Il existe pour cela divers algorithmes. Le suivant est connu
depuis 'antiquité (mais ce n’est pas celui que les ordinateurs utilisent).

Soit A un nombre réel positif dont on cherche la racine carrée. Désignons par xp la premiére estimation de cette racine (généralement
le plus grand entier dont le carré est inférieur 2 A; par exemple, si A = 178, alors xo = 13 car 13% = 169 < 178 et 142 = 196 > 178) et par
g lerreur associée :
\/Z =Xp+E&Q.
Cherchons une approximation de 9. On a
A=(xg +£0)2 = xé +2x0€0 + 8(2).

Supposons que l'erreur soit petite face a xp, ce qui permet de négliger le terme en 8(2) :

A= xé +2Xx0€Q-
Remplacgons I'erreur g par un E(’), qui en est une approximation, de telle sorte que
A= x(Z) +2X0€(.

On en déduit que
2
A-x;
2X0

€=

donc la quantité
o, 1A
X1 =XptEy= E(x_() +x0)

constitue une meilleure approximation de la racine que xq (sous réserve que le développement soit convergent). De plus, rien ne nous
empéche de recommencer les calculs avec x1, puis xp, etc., jusqu’a ce que la précision de la machine ne permette plus de distinguer
le résultat final de la véritable solution. On peut donc définir une suite, qui a partir d'une estimation initiale xy devrait en principe
converger vers la solution recherchée. Cette suite est

! ( A + ) >0
Xjp1 == | — + x|, X .
k+1 2\ x; k 0
Lalgorithme du calcul de la racine carrée devient donc

1. Démarrer avec une premiere approximation xp > 0 de v A.

2. A chaque itération k, calculer la nouvelle approximation xj.,q = % (x—“z +Xx k)-

, san o _
3. Calculer I'erreur associée €41 ™ 2xpy

4. Tant que l'erreur est supérieure a un seuil fixé, recommencer au point 2
Le tableau ci-dessous illustre quelques itérations de cet algorithme pourle casoit A=5:

Xk €
2.0000000000  0.2360679775
2.2500000000 0.0139320225
2.2361111111 0.0000431336
2.2360679779  0.0000000004
2.2360679775  0.0000000000

=W = o

On voit que l'algorithme converge tres rapidement et permet donc d’estimer la racine carrée d'un nombre moyennant un nombre li-
mité d’opérations élémentaires (additions, soustractions, divisions, multiplications). Il reste encore a savoir si cet algorithme converge
toujours et a déterminer la rapidité de sa convergence. L'analyse numérique est une discipline proche des mathématiques appliquées,
qui a pour objectif de répondre a ces questions de facon rigoureuse.

Les erreurs

Le simple fait d’utiliser un ordinateur pour représenter des nombres réels induit des erreurs. Par conséquent, plutét que
de tenter d’éliminer les erreurs, il vaut mieux chercher a contréler leur effet. Généralement, on peut identifier plusieurs
niveaux d’erreur dans ’approximation et la résolution d'un probleme physique.

8 © G. FACCANONI
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Au niveau le plus élevé, on trouve 'erreur qui provient du fait qu’on a réduit la réalité physique a un modéle mathéma-
tique. De telles erreurs limitent 'application du modéle mathématique a certaines situations et ne sont pas dans le champ
du controéle du Calcul Scientifique.

On ne peut généralement pas donner la solution explicite d'un modeéle mathématique (qu’il soit exprimé par une in-
tégrale, une équation algébrique ou différentielle, un systeme linéaire ou non linéaire). La résolution par des algorithmes
numériques entraine immanquablement 'introduction et la propagation d’erreurs d’arrondi. De plus, il est souvent né-
cessaire d’'introduire d’autres erreurs liées au fait qu'un ordinateur ne peut effectuer que de maniéere approximative des
calculs impliquant un nombre infini d’opérations arithmétiques. Par exemple, le calcul de la somme d’'une série ne pourra
étre accompli qu’en procédant a une troncature convenable. On doit donc définir un probléme numérique, dont la solution
differe de la solution mathématique exacte d’'une erreur, appelée erreur de troncature. La somme des erreurs d’arrondis et
de troncature constitue I'erreur de calcul. Lerreur de calcul absolue est la différence entre x, la solution exacte du modele
mathématique, et X, la solution obtenue a la fin de la résolution numérique, tandis que (si x # 0) 'erreur de calcul relative
est définie par l'erreur de calcul absolue divisé par x. Le calcul numérique consiste généralement a approcher le modele
mathématique en faisant intervenir un parametre de discrétisation, que nous noterons h et que nous supposerons posi-
tif. Si, quand & tend vers 0, la solution du calcul numérique tend vers celle du modeéle mathématique, nous dirons que le
calcul numérique est convergent. Si de plus, I'erreur (absolue ou relative) peut étre majorée par une fonction de Ch” o1
C est indépendante de & et ol p est un nombre positif, nous dirons que la méthode est convergente d’ordre p. Quand, en
plus d’'un majorant, on dispose d'un minorant C; h” (C; étant une autre constante (< C) indépendante de h et p), on peut
remplacer le symbole < par =.

skRemarque Pourquoi ne pas faire toujours confiance a une calculatrice
Voici un exemple d'un calcul pour lequel une calculatrice donne un résultat faux mais qu’'un éléve sait faire (en un temps
raisonnable).

Calculer sin((1 + v/2)?%7).
Une calculatrice (par exemple celle de Google) renvoie un résultat bidon, alors que n'importe quel éleve compétent voit
que (1+ V/2)200 4 (1 —1/2)200 gt un entier pair, si bien que sin((1 + v2)200 7y = —sin((1 - v/2)2%7) est extrémement petit, et
on peut méme en faire une estimation de téte : sin((1-v/2)%%n) < ((1-v2)?x) < 22%71, or 219 =1024 = 1000 = 103 donc
220+10n <107%7; de téte on peut dire que sin((1 + v2)290 7y €]0; —4 x 1070[. La valeur correcte est environ —8.75 x 10~77,
donc cette estimation n’est pas terrible, mais c’est tout de méme mieux que les 0.97 retournés par Google.
Source : http://www.madore.org/ david/weblog/2014-06.html#d.2014-06-04.2205

© G. FACCANONI 9






[. Résalution d éguations nan linéacres

H Recherche des solutions de I'équation non linéaire f(x) =0 ol f est une fonction donnée H

Un des problemes classiques en mathématiques appliquées est celui de la recherche des valeurs pour lesquelles une
fonction donnée s’annule. Dans certains cas bien particuliers, comme pour les fonctions x — x + 1, x — cos(2x) ou encore
x — x?>—2x+1, le probleme est simple car il existe pour ces fonctions des formules qui donnent les zéros explicitement.
Toutefois, pour la plupart des fonctions f: R — Ril n’est pas possible de résoudre I’équation f(x) = 0 explicitement et il faut
recourir a des méthodes numériques. Ainsi par exemple une breve étude de la fonction f(x) = cos(x) — x montre qu’elle
posséde un zéro a proximité de 0.7 mais ce zéro ne s’exprime pas au moyen de fonctions usuelles et pour en obtenir une
valeur approchée il faut recourir a des méthodes numériques.

Plusieurs méthodes existent et elles différent pas leur vitesse de convergence et par leur robustesse. Lorsqu’il s’agit de
calculer les zéros d'une seule fonction, la vitesse de la méthode utilisée n’est souvent pas cruciale. Cependant, dans certains
applications il est nécessaire de calculer les zéros de plusieurs milliers de fonctions et la vitesse devient alors un élément
stratégique. Par exemple, si on veut représenter graphiquement I’ensemble de points (x, y) du plan pour lequel x?sin(y) +
e**Y —7 =0, on peut procéder comme suit : pour une valeur donnée de x, on cherche I'ensemble des valeurs de y pour
lesquelles x?sin(y) +e**Y —7 = 0, i.e.'ensemble des zéros de la fonction f(y) = x%sin(y) + e**Y =7 = 0, et on représente tous
les couples obtenus. On choisit une nouvelle valeur pour x et on répéte I'opération. Pour obtenir une courbe suffisamment
précise, il faut procéder a la recherche des zéros d’'un trés grand nombre de fonction et il est alors préférable de disposer
d’'une méthode rapide.

Soit f: R — R une fonction continue donnée dont on veut évaluer numériquement un ou plusieurs zéros X, c’est-a-dire
qu’on cherche tous les X tels que f(X) = 0. Les méthodes numériques pour approcher X consistent a :

@ localiser grossierement le (ou les) zéro(s) de f en procédant a I’étude du graphe de f et/ou a des évaluations qui sont
souvent de type graphique; on note x; cette solution grossiere;;

@ construire, a partir de xg, une suite xj, X2, X3, ... telle que limg_ o, X = X ot f(X) = 0. On dit alors que la méthode est
convergente.

{@Définition Méthode itérative a deux niveaux
On appelle méthode itérative a deux niveaux un procédé de calcul de la forme

Xr+1 = G(xg), k=0,1,2,...

dans lequel on part d'une valeur donnée xy pour calculer x;, puis a 'aide de x; on calcul x, etc. La formule méme est
dite formule de récurrence. Le procédé est appelé convergent si xj tend vers un nombre fini lorsque k tend vers +co. 1l
est bien évident qu'une méthode itérative n’est utile que s’il y a convergence vers les valeurs cherchées.

On peut parfaitement envisager des méthodes itératives multi-niveaux, comme par exemples les schémas a trois niveaux
dans lesquels on part de deux valeurs données xg et x1 pour calculer x,, puis a laide de x; et xy on calcule x3 etc.

{@Définition Ordre de convergence
Soit p un entier positif. On dit qu'une méthode (a deux niveaux) convergente est d’ordre p s'il existe une constante C
telle que
|X = X411 = CIX— xiP.
ou encore N
. Xk+1— X
lim ———— =
k—oo (X —X)P

Si p=1 (et C < 1) on parle de convergence linéaire, si p = 2 on parle de convergence quadratique.
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1.1. Etape @ : localisation des zéros

@ Définition
Soit f: R — R une fonction. On dit que X est un zéro de f si f(X) = 0. Il est dit simplesi f'(Z) # 0, multiple sinon.
Si f est de classe €7 avec p € N, on dit que X est un zéro de multiplicité p si

fA@=0 Vi=0,...,p-1
f(P)(jC‘);,go'

Pour localiser grossierement le (ou les) zéro(s) de f on va d’abord étudier de la fonction f, puis on va essayer d'utiliser un
corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires et le théoreme de la bijection afin de trouver un intervalle qui contient
un et un seul zéro.

#'Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b] de R. Alors f atteint toutes les valeurs intermédiaires entre f(a)

et f(b). Autrement dit :

* si f(a) < f(b) alors pour tout d € [f(a), f ()] il existe c € [a; b] tel que f(c) =d;

* si f(a) = f(b) alors pour tout d € [f(b), f(a)] il existe c € [a; b] tel que f(c) =d.

Ce théoreme donne alors le corollaire immeédiat suivant.

# Corollaire des zéros d’une fonction continue
| Soit une fonction continue f: [a, b] — R. Si f(a)- f(b) <0, alors il existe (au moins un) X €]a, b[ tel que f(X) = 0.

Ce théoreme garantit juste 'existence d'un zéro. Pour 'unicité on essayera d’appliquer le théoréme de la bijection dont
I’énoncé est rappelé ci-dessous.
#'Théoreme de la bijection
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I de R, alors f induit une bijection de I dans
f (). De plus, sa bijection réciproque est continue sur I, monotone sur I et de méme sens de variation que f.

1.2. Etape @ : construction d’une suite convergente

Ayant encadré les zéros de f, la construction de suites qui convergent vers ces zéros peut se faire a ’aide de plusieurs
méthodes numériques. Ci-dessous on décrit les méthodes les plus connues et on étudie leurs propriétés (convergence
locale vs globale, vitesse de convergence, etc.).

1.2.1. Méthodes de dichotomie (ou bissection), de Lagrange (ou Regula falsi)

Dans les méthodes de dichotomie et de LAGRANGE, a chaque pas d’itération on divise en deux un intervalle donné et on
choisit le sous-intervalle ou f change de signe.

Concretement, soit f: [a; b] — R une fonction strictement monotone sur un intervalle [a, b]. On suppose que |'équation
f(x) =0 n’a qu’une et une seule solution dans cet intervalle. On se propose de déterminer cette valeur avec une précision
donnée. Soit [ay, by] un intervalle dans lequel f(ap) f (bp) < 0 et soit cg €lag, byl. Si f(ap) f(co) < 0, alors la racine appartient
a l'intervalle [ag, c] et on reprend le procédé avec a; = ag et b; = cp. Sinon, c’est-a-dire si f(ap) f(cp) = 0 on pose a; = ¢y
et b; = by. On construit ainsi une suite d’intervalles emboités [ay, bi]. Les suites ay et by sont adjacentes1 et convergent
vers X.

@ Définition Méthodes de dichotomie et de LAGRANGE
Soit deux points ag et by (avec ag < by) d’'images par f de signe contraire (i.e. f(ap)- f (bp) < 0). En partant de Iy = [ay, bol,
les méthodes de dichotomie et de LAGRANGE produisent une suite de sous-intervalles I} = [ag, bi], k = 0, avec I} c Ij_;
pour k =1 et tels que f(ag) - f(br) <O.

x Dans la méthode de dichotomie, on découpe l'intervalle [ag; bi] en deux intervalles de méme longueur, i.e. on divise

1. Deux suites () neN €t (Vn) nen sont adjacentes si
* (up) est croissante,
* (vp) est décroissante,
* limy,(uy —vy) =0.
Si deux suites sont adjacentes, elles convergent et ont la méme limite.

12 © G. FACCANONI
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qui est

+00.

DICHOTOMIE :
Require: a,b>a, ¢, f: [a, bl = R
k<0
ae— a
by<—Db
ap + bk

Xk —
while by — ay. > e or |f(x;)| > edo
if f(ax) f(xx) <0 then
Ai+1 — Ak
Dry1 — xx
else
Ak+1 — Xk
bk+1 e bk
end if

Xke+1 <

k—k+1
end while

Ajs1 + bii

étape:

DICHOTOMIE :

Require: a,b>a, ¢, f: [a, bl = R
a+b

X——

while b—a>¢or|f(x)|>edo
if f(a)f(x) <0 then
b—x
else
a<—x

end if
a+b

X «—

2
end while

#Remarque

© G. FACCANONI

lak; bl en [ag; ci] et [cx; bi] ol i est

_ ay + by

2

* Dans la méthode de LAGRANGE, plutét que de diviser I'intervalle [ay; bi] en deux intervalles de méme longueur, on
découpe [ay; by en [ag; ck] et [cx; by ou ¢k est]’abscisse du point d’intersection de la droite passant par (ay, f (ax))
et (by, f (by)) et'axe des abscisses, autrement dit ¢ est solution de I’équation

= b))+ fbr) =0

by) =

arf (by) — by f (ar)
fb) - flay)

Dans les deux cas, pour l'itération suivante, on pose soit [@g+1; bi+1] = [ak; ck] s0it [ax+1; bi+1] = [ck; bi] de sorte a ce que
flag+1)- f(brs+1) <0. Lasuite (cg) xey converge vers X puisque la longueur de ces intervalles tend vers 0 quand k tend vers

Soit € 'erreur maximale qu’on peut commettre, les algorithmes s’écrivent alors comme suit :

LAGRANGE :
Require: a,b>a, ¢, f: [a, bl = R

k<0
ap — a
br<—Db
bi—

Xp < ag— mf( ar)

while by — ay. > € or | f(xi)| > € do
iff(ak)f(xk) <0 then
Ak+1 < Ak
b1 — xi
else
Af+1 — Xk
bry1 — by
end if

Xk+1 < Qk+1 —

k—k+1
end while

br+1— ag+1

f(bkﬂ) _f(akﬂ)

f(ak+1)

On n’est pas obligé de stoker tous les intervalles et les itérées, on peut gagner de la mémoire en les écrasant a chaque

LAGRANGE :
Require: a,b>a, ¢, f: [a, bl =R

fb) - f(a)

while b—a>c¢or|f(x)|>¢edo
if f(a)f(x) <0 then

b—x

else

a—x

end if

— b- ——f(a)
T - f()

end while

Avec la méthode de la dichotomie, les itérations s’achevent a la m-eme etape quand |x,, — X| < |I;] < €, ol1 € est une
tolérance fixée et | I ;| désigne la longueur de I'intervalle I,,. Clairement I} =

zk , donc pour avoir une erreur |x,, — X| < ¢,

13
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on doit prendre le plus petit m qui vérifie

b—a In(b-a) —1In(2)
m =log, = ne

Notons que cette inégalité est générale : elle ne dépend pas du choix de la fonction f.

¢ Exemple Fond d'investissement

Un compte d’épargne donne un taux T € [0; 1] d’intérét par an avec un virement annuel des intéréts sur le compte. Cela signifie que si
le premier janvier 2014 on met v euros sur ce compte, a la fin de la n-eme année (i.e. au 31 décembre 2014 + n) on en retire v(1+ T)"
euros. On décide alors d’ajouter au début de chaque année encore v euros. Cela signifie que si on verse ces v euros le premier janvier
2014+ m avec 0 < m < n, au 31 décembre 2014 + n ajoutent v(1 + T)"~"" euros. Si a la fin de la n-éme année on en retire un capital de
M > v euros, quel est le taux d’'intérét annuel de cet investissement ?

Ala fin de la n-eéme année, le capital versé au premier janvier 2014 est devenu v(1 + T%)", celui versé au premier janvier 2015 est
devenu v(1+ T%)"1 ... par conséquente, le capital final M est relié au taux d’intérét annuel T par la relation

1 1+7)" -1 1+T
M=vY a+nk=, 1D "1 _,
= 1+1-1 T

(a+D"-1).

On en déduit que T est racine de I’équation algébrique non linéaire f(7) = 0 ou

+T

f(r) = vl (1+D"*-1)-M.

Etudions la fonction f :

* f(T)>0pourtout T >0,

* limp_ o+ f(M=nv-M< (n-1Dv,limr_, 4 f(T) = +oo,

* fI(T)= % (1+(1+ T)"(Tn-1)) >0 pour tout T >0 (comparer le graphe de —1/(1+ T)" et de nT — 1)

En étudiant la fonction f on voit que, comme nv < M des que n > 1, elle admet un unique zéro dans l'intervalle ]0, +oo[ (on peut
méme prouver qu'elle admet un unique zéro dans l'intervalle 10, M[).

Supposons que v = 1000 € et qu'apres 5 ans M est égal a 6000 €. En étudiant la fonction f on voit qu’elle admet un unique zéro dans
I'intervalle ]0.01,0.1[. Si on applique la méthode de la dichotomie avec € = 10712, apres 37 itérations de la méthode de dichotomie, la
méthode converge vers 0.061402411536. On conclut ainsi que le taux d’intérét T est approximativement égal a 6.14%. Ce résultat a été
obtenu en faisant appel a la fonction dichotomie définie a la page 24 comme suit :

a=0.01# T=1%
b = 0.1 # T=10%
tol = 1.0e-12
maxITER = 50
def f(x):
return 1000.*(1+x)/x*((1+x)**5-1.)-6000.
print dichotomie(f,a,b,tol,maxITER)

pExemple
Soit f(x) = —39—43x +39x% —5x3. On cherche a estimer x € [1;5] tel que f(x) = 0.
y DICHOTOMIE
fB)=2 f(x) =-39+(-43+(39-5x)x)x
f@=1

f(2.5) =0.3984375

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
1
1
f(2)=-0.1875 5 X

f=-1 - g :
| : : | Io = [1;5]
; i { [ =11;3]
F—An=123]
— 3=12;2.5]

14 © G. FACCANONI
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y LAGRANGE

FB)=2|- oo =T  f(x) = -39+ (—43+ (39— 5x) ) X

f(2.3)=0.197530824 | - - - - - - S R 21
f(2.11) = —0.06002 F====== T

o 723 5 .
fOy=—1}------ /

I | Ip = [1;5]
F————5n=10123
H b =1[2.11;2.3]

La méthode de dichotomie est simple mais elle ne garantit pas une réduction monotone de I’erreur d’'une itération a
l'autre : tout ce dont on est assuré, c’est que la longueur de I'intervalle de recherche est divisée par deux a chaque étape. Par
conséquent, si le seul critére d’arrét est le controle de la longueur de I, on risque de rejeter de bonnes approximations de
X. En fait, cette méthode ne prend pas suffisamment en compte le comportement réel de f. Il est par exemple frappant que
la méthode ne converge pas en une seule itération quand f estlinéaire (a moins que le zéro X ne soit le milieu de 'intervalle
de recherche initial).

1.2.2. Méthode de la sécante

Soit f: R — R une fonction continue et soit X € [a, b] un zéro de f.

La méthode de la sécante est une variante de la méthode de LAGRANGE dans laquelle on ne demande plus a ce que le
zéro soit entre ay et by. Pour calculer xi,1 on prend I'intersection de 1’axe des abscisses avec la droite passant par les points
(xk, f(xr)) et (xg—1, f (xx-1)), i.e. on cherche x solution du systeme linéaire

Yooy 6 XK+ f (),

y= L=t
y=0,

ce qui donne
Xk — Xk-1

fo) — -

X = Xk

Fxp).

{@Définition Méthode de la Sécante

1l s’agit d'une méthode a trois niveaux : approcher les zéros de f se ramene a calculer la limite de la la suite récurrente
X donné,
x1 donné,
X — Xj—
X1 = X — f(xk)——f(xlk—l)f(xw’
Cette méthode a ordre de convergence #g

1.2.3. Méthodes de point fixe

En s’amusant avec une calculatrice de poche ou avec le code python ci-dessous
import math
x =1
for i in range (1,100):
——x = math.cos(x)
—print ("x[{0}]={1}".format (i,x))

on peut vérifier qu'en partant de la valeur 1 et en appuyant plusieurs fois de suite sur la touche «cosinus», on obtient cette
suite de valeurs :

Xo=1,

G. FACCANONI 15
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X1 = cos(xg) = 0.540302305868,
X2 = cos(x1) =0.857553215846,
X3 = cos(x2) = 0.654289790498,

X55 = 0.739085133171,

X100 = 0.739085133215

qui tend vers la valeur 0.73908513.... En effet, on a par construction xx;; = cos(x) pour k=0,1,... (avec xo = 1). Si cette
suite converge, sa limite ¢ satisfait I'équation cos(¢) = ¢. Pour cette raison, ¢ est appelé point fixe de la fonction cosinus.

@ Définition Poin: fixe
| Soit ¢ : R — R une fonction. Si X € R est tel que ¢(X) = X, on dit que X est un point fixe de ¢ (I'image de X par ¢ est
lui-méme).

On peut se demander comment exploiter cette procédure pour calculer les zéros d'une fonction donnée. Remarquons
qu’on peut voir £ comme un point fixe du cosinus, ou encore comme un zéro de la fonction f(x) = x — cos(x). La méthode
proposée fournit donc un moyen de calculer les zéros de f. Précisons ce principe : soit f: [a, b] — R la fonction dont on
cherche le zéro. Il est toujours possible de transformer le probleme

(Pb-1) “chercher x tel que f(x) =0”
en un probleme équivalent (i.e. admettant les mémes solutions)
(Pb-2) “chercher x tel que x — ¢ (x) =0".

Pour que les deux problémes soient équivalent, la fonction auxiliaire ¢: [a, b] — R doit étre choisie de maniére a ce que
@(X) = ¥ si et seulement si f(X) = 0 dans [a; b] (on dit alors que le probléme (Pb-2) est consistant avec le probléme (Pb-1)).

Clairement, il existe une infinité de manieres pour opérer cette transformation. Par exemple, on peut poser ¢(x) = x —
f(x) ou plus généralement ¢(x) = x + v f(x) avec y € R* quelconque. On peut méme remplacer y par une fonction de x
pour autant qu’elle ne s’annule pas.

{@Définition Méthode de point fixe
Supposons que X € R soit un point fixe de ¢. La méthode de point fixe consiste en la construction d'une suite (xi)ken
définie par récurrence comme suit :

Xo donné,
Xr+1 =@(xr) VkeN.

Naturellement une telle suite n’est pas forcement convergente. Par contre, si elle converge, c’est-a-dire si la suite x; a une
limite que nous notons Z, et si ¢ est continue, alors cette limite est nécessairement un point fixe de ¢ puisque

= 1lim xp; = lim @(xg) = (p(lim xk) =@).
k—o0 k—o0 k—o0

On utilise alors I'algorithme itératif suivant pour construire la suite (comme |'ordinateur ne peux pas construire une infinité
de termes, on calcul les premiers termes de la suite et on s’arréte des que la différence entre deux éléments de la suite est
inférieure a une tolérance € > 0 donnée) :
Require: xo, €, ¢: [a,b] = R
k<0
X1 — Xo +2¢€
while |x;,1 — x| > € do
Xi+1 — @(xk)
k—k+1
end while

On va maintenant s’'intéresser a la convergence de la suite construite par une méthode de point fixe.
#'Théoreme Convergence (globale) des itérations de point fixe
Considérons une fonction ¢: [a; b] — R. On se donne xj € [a; b] et on considere la suite x;; = ¢(xx) pour k = 0. Si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :
1. condition de stabilité : ¢(x) € [a, b] pour tout x € [a, b]

16 © G. FACCANONI
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X |erevreroeranneiiniaiinnany
E. R

X3 .................. f
X2 ............
Xl .....
¢(la; b)) < [a; b] ¢(la; b)) < [a; b]
convergence a - : : S a . d HEb . convergence
a *o X1 X2 X3 X4X5 b X a X0 X XgXg X5X3 xlb X

FIGURE 1.1.: Interprétation géométrique du théoreme de point fixe

2. condition de contraction stricte : il existe K € [0; 1] tel que |@(x) — @ (y)| < K|x — y| pour tout x, y € [a, b]
alors

* (p est continue,

* (p aun et un seul point fixe X dans [a, b],

* la suite xy4+1 = @(xx) converge vers X pour tout choix de x( dans [a, b].

Démonstration.
Continuité La condition de contraction stricte implique que ¢ est continue puisque, si on prend une suite (yr)ken € [a, D]
qui converge vers un élément x de [a, b], alors nous avons |@(x) —@(y,)| < K|x— y,| et par suite limy_., @ (Vx) = @(x).

Existence Commencons par prouver I'existence d'un point fixe de ¢. La fonction g(x) = ¢(x) — x est continue dans [a, b]
et, grace a la condition de stabilité, on a g(a) = ¢(a) —a = 0 et g(b) = ¢(b) — b < 0. En appliquant le théoréme des
valeurs intermédiaires, on en déduit que g a au moins un zéro dans [a, b], i.e. ¢ a au moins un point fixe dans [a, b].

Unicité Lunicité du point fixe découle de la condition de contraction stricte. En effet, si on avait deux points fixes distincts
X et X», alors
|X1 = X2 = lp(X1) — p(X2)| < K|Z1 — X2 < |X1 — X2
ce qui est impossible.

Convergence Prouvons a présent que la suite x; converge vers 'unique point fixe X quand k tend vers +oo pour toute
donnée initiale x( € [a; b]. On a
0<|xgs1 — Xl =lo(xr) —@(X)| < K|xg — X|

o1 K < 1 est la constante de contraction. En itérant k + 1 fois cette relation on obtient
| X1 — X1 = K¥xo — %I,

i.e., pour tout k=0

En passant a la limite quand k tend vers +oo on obtient |xj — X| tend vers zéro.
O

Il estimportant de disposer d'un critére pratique assurant qu'une fonction ¢ est contractante stricte. Pour cela, rappelons
quelques définitions.
#Théoreme
Si@: [a; b] — [a; b] est de classe €¢1(la, b)) et si l¢'(x)| < 1 pour tout x € [a, b], alors la condition de contraction stricte est
satisfaite avec K = me;}xl(p’ x)].

a;

© G. FACCANONI 17
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Démonstration. Considérons la fonction affine g qui transforme l'intervalle [0; 1] dans I'intervalle [x; y] :

g:[0;1] — [x;y]
t—x+t(x—-y)

Alors
y 1 1
P(x)— @) :f q)’(()d(:[o ¢'(g)g' (ndt= (x—y)fo @' (x+t(x—y) dr
X
et donc

1
lp(x) — ()| = s|(x—y)|f0 |’ (x+ t(x—y)| dt < K |(x - y)|.

1
(x—y)fo @ (x+t(x—y) de

O

Le théoréeme de convergence globale assure la convergence, avec un ordre 1, de la suite (x)xen Vers le point fixe X pour
tout choix d'une valeur initiale xg € [a; b]. Mais en pratique, il est souvent difficile de déterminer a priori 'intervalle [a; b] ;
dans ce cas, le résultat de convergence locale suivant peut étre utile.

#Théoreme d’OSTROWSKI ou de convergence (locale) des itérations de point fixe
Soit [a; b] € Ret ¢: [a; b] — [a; b] une application de classe € ([a; b]). Soit X € [a; b] un point fixe de ¢. On peut distinguer
trois cas :
@ Soit |¢'(X)| < 1. Par continuité de ¢’ il existe un intervalle [X — &; X + €] < [a; b] sur lequel |¢’(%)| < K < 1, donc ¢ est
contractante stricte sur cet intervalle. On a nécessairement @([X—¢&; X+ €]) < [X—¢&; X + €] et par conséquent la suite
(xr) keny CONVerge vers X pour tout xp € [X — €; X + €]. On dit que X est un point fixe attractif. De plus,
* 810 < ¢'(%) < 1 la suite converge de facon monotone, c’est-a-dire I'erreur x; — X garde un signe constant quand
k varie;;
x si—1 < ¢'(X) < 01la suite converge de fagon oscillante, c’est-a-dire I'erreur x; — X change de signe selon la parité
de k.

@ Si|¢'(X)] > 1, alors il n’existe aucun intervalle [X — &; X + €] < [a; b] tel que la suite (xi) gen cOnverge vers X pour tout
Xp € [X— & X +¢] al’exception du cas xy = X. On dit que X est un point fixe répulsif. De plus,
* si¢'(X) > 1 la suite diverge de facon monotone,
x si @' (X) < —1la suite diverge en oscillant.

® Si|¢'(%)| =1 on ne peut en général tirer aucune conclusion : selon le probléme considéré, il peut y avoir conver-
gence ou divergence.

s Exemple
x La fonction ¢(x) = cos(x) vérifie toutes les hypothéses du théoreme d’OSTROWSKI : elle est de classe €°(R) et |¢' (X)| = |sin(X)| =
0.67 < 1, donc il existe par continuité un intervalle [c, d] qui contient X tel que Iq)’(fc)l <1 pour x € [c,d].
* La fonction ¢(x) = x% — 1 possede deux points fixes X = (1 +/5)/2 et X2 = (1 — v/5)/2 mais ne vérifie I'hypothese du théoréme
d’OsTROWSKI pour aucun d’eux puisque ¢ (%1,2)| = (1 + v/5)/2| > 1. Les itérations de point fixe ne convergent pas.
* La fonction ¢(x) = x — x° admet ¥ = 0 comme point fixe. On a gb’()?) =1et xj — X pour tout xg € [-1;1] car
x sixp==+1alors x; =X pourtout k=1,
= sixp€]—1,1[ alors on montre que x €]—1,1[ pour tout k = 1. De plus, la suite est monotone décroissante si 0 < xp < 1, monotone
croissante si —1 < xg < 0 donc elle converge vers ¢ € [-1;1]. Les uniques candidats limites sont les solutions de I’équation ¢ = ¢(¢)
et par conséquente x; — 0.
+ La fonction ¢(x) = x+ x3 admet aussi = 0 comme point fixe. A nouveau ¢’ (%) = 1 mais dans ce cas la suite diverge pour tout choix
de xp # 0.

Le théoreme d’OsTROWSKI dit que, de maniéere générale, la méthode de point fixe ne converge pas pour des valeurs arbi-
traires de xp, mais seulement pour des valeurs suffisamment proches de X, c’est-a-dire appartenant a un certain voisinage
de X. Au premier abord, cette condition semble inutilisable : elle signifie en effet que pour calculer X (qui est inconnu), on
devrait partir d’'une valeur assez proche de X. En pratique, on peut obtenir une valeur initiale x( en effectuant quelques
itérations de la méthode de dichotomie ou en examinant le graphe de f. Si x( est convenablement choisi alors la méthode
de point fixe converge.

#Proposition Calcul de l'ordre de convergence d'une méthode de point fixe
Soit % un point fixe d'une fonction ¢ € €”*! pour un entier p = 1 dans un intervalle [a; b] contenant %. Si ¢” (%) = 0 pour
1<is<petpP*D(X)+#0, alors la méthode de point fixe associée a la fonction d’itération ¢ est d’ordre p + 1 et

i X1 — X _ <P(p+1)(3?)
k—+oo (X —X)P*L  (p+1)!

18 (© G. FACCANONI
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Démonstration. Ecrivons le développement de TAYLOR avec le reste de LAGRANGE de ¢ en x = X :

p 0 (p+1)
(,0 ( ) _/\ i (,0 (5) = p+1
p(x) = <p(x)+lZ1 _ %) +—(p+1)! (x—X)

oi1 ¢ est entre x et X. Comme @(X) = X et ¢'? (%) = 0 pour 1 < i < p, cela se simplifie et on a

(p+l)
px) =X+ (pTl(E)(x X)p+1

En évaluant I'expression ainsi trouvée en xj et sachant que ¢ (xy) = Xy+1, on a alors

(p+1) (z
=~ _ (P (S) A~ p+1
xk+1—x—m(xk—x) .

Lorsque k — +o00, xxtend vers X et donc ¢, qui se trouve entre xj. et X, tend vers X aussi. Alors

=% _ 9P eV@®)
k—+oo (X — X)P*1 koo (p+1)! (p+1!

(p+D)
Pour un ordre p fixé, la convergence de la suite vers X est d’autant plus rapide que £ () est petit. O

(p+1)!

¢ Méthodes de point fixe particuliérement connues
Soit f: [a, b] — R une fonction continue (continiment dérivable pour la méthode de la corde 2 et la méthode de NEw-

TON) et soit X un zéro de f. Supposons que 'on connaisse une valeur x, proche de X. Approcher les zéros de f se rameéne
au probleme de la détermination des points fixes de la fonction ¢, ce qui se fait en construisant la suite récurrente

{xo donné,

Xir1 = @(Xg).

Pour choisir la fonction ¢ il est nécessaire de prendre en compte les informations données par les valeurs de f et, éven-

tuellement, par sa dérivée f’' ou par une approximation convenable de celle-ci (si f est différentiable). Ecrivons pour

cela le développement de TAYLOR de f en X au premier ordre : f(X) = f(x)+ (X—x) f'(¢) ou € est entre X et x. Le probleme
“chercher X tel que f(X) =0

devient alors

“chercher X tel que f(x)+(X—x)f'(&)=0
Cette équation conduit a la méthode itérative suivante :

“pour tout k = 0, étant donné xj, déterminer xj; enrésolvantl’équation f(xx) + (xXx+1 — Xk) gx =0, ol g, est
égala f'(&}) (ou en est une approximation) avec ¢ un point entre xj et xg,1.”

La méthode qu’on vient de décrire revient a chercher l'intersection entre 1'axe des x et la droite de pente g passant par
le point (xg, f(xx)), ce qui s'écrit sous la forme d’'une méthode de point fixe avec

f(xk), k=0.

Xiar1 = @Q(Xp) = Xp —

Considérons maintenant quatre choix particuliers de gy et donc de ¢ qui définissent des méthodes célebres :

. . _ b-a B b—
Méthode de la Corde 1: qr = b -@ = p(x) = f(b) f( )f( x)
Méthode de la Corde 2 : qr = f'(x0) = Qx)=x- fj;((;ci)

Mé . _ gl _ fx)

éthode de NEWTON : gr = [ (xx) = QX)) =x- 00

#Proposition
Sila méthode de la corde converge, elle converge a 'ordre 1; si la méthode de NEWTON converge, elle converge a |'ordre
2 silaracine est simple, a I’ordre 1 sinon.

© G. FACCANONI 19
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Démonstration.

Méthodes de la Corde g = % (méthode 1) ou g; = f'(xp) (méthode 2). Si f'(X) = 0 alors ¢'(X) = 1 et on ne peut pas

assurer la convergence de la méthode. Autrement, la condition |¢’(X)| < 1 revient a demander que 0 < f'(%)/ gy < 2.
Ainsila pente de la corde doit avoir le méme signe que f’(X) et, pour la méthode 1, I'intervalle de recherche [a; b] doit
étre tel quel
fb) - f(a)

@
La méthode de la corde converge en une itération si f est affine, autrement elle converge linéairement, sauf dans le
cas (exceptionnel) ou f'(X) = W (méthode 1) ou f'(%) = f'(x) (méthode 2), i.e. ¢’ (%) = 0 (la convergence est
alors au moins quadratique).

b—a<?2

Méthode de Newton Soit la méthode de NEWTON pour le calcul de X zéro de f :

fx)

POy

* Si f'(X) #0 (i.e. si X est racine simple), on trouve

(' =ff"x)  f)f"(x)

! = 1 —_ — , PPN — Oy
'@ Q"0 fo " (x0)? L '®

" _ _9 ’ B _ |
@ (x) f/(x) + (f/(x))z (f/(x))S (1) (%) f’(f)

La méthode de NEWTON est donc d’ordre 2.
» Sila racine X est de multiplicité m > 1, alors la méthode n’est plus du second ordre. En effet, f(x) = (x — X)"h(x)
ol h est une fonction telle que h(X) # 0. On a alors

- (x—X)h(x)

0 mh@)+x-Dh (%)’
_ h@)(mm—1)h(x) +2(x = DA (x) + (x - > 1" (x))
(mh(x) + (x - D (x))*

px)=1

@' (%)

o 1
s PX)=1-—.
m

Si la valeur de m est connue a priori, on peut retrouver la convergence quadratique en modifiant la méthode de
NEWTON comme suit :
fx)

flx)’

pxX)=x-m

MAAttention
A noter que méme si la méthode de NEWTON permet en général d’obtenir une convergence quadratique, un mauvais
choix de la valeur initiale peut provoquer la divergence de cette méthode (notamment si la courbe représentative de f
présente au point d’abscisse xy un tangente a peu pres horizontale). D’ol1 'importance d'une étude préalable soignée de
la fonction f (cette étude est d’ailleurs nécessaire pour toute méthode de point fixe).

seRemarque Interprération géométrique de la méthode de NEWTON et des méthodes de la corde

Soit f: R — R une fonction continiiment dérivable et soit X un zéro simple de f, c’est-a-dire f(X) =0 et f'(X) # 0. Suppo-
sons que 'on connaisse une valeur x; proche de X. Pour calculer xj; on prend l'intersection de I’axe des abscisses avec
la droite tangente au graphe de f passant par le point (xg, f (xx)), i.e. on cherche x solution du systeme linéaire

¥ =f'(x) (x = xp) + f(xp),
y=0.

On obtient

ce qui correspond a la méthode de NEWTON.

20 (© G. FACCANONI
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y=fx)x—x1)+ f(x1)

¥ = f(x0) (x — x0) + f(x0)

Soit f: R — R une fonction continue et soit X € [a, b] un zéro de f. Cette fois-ci, pour calculer x4, on prend I'intersection
de I'axe des abscisses avec la droite passant par le point (xg, f(xx)) et parallele a la droite passant par les points (a, f(a))
et (b, f(b)), i.e. on cherche x solution du systéme linéaire

f(b) f(a) (= x) + F(x0),
.
ce qui donne
b-
=5 i !
1l s’agit de la méthode de la corde 1. Cette méthode permet d’éviter qu’a chaque itération on ait a évaluer f’(x;) car on

remplace f’(xy) par %. Une variante de la méthode de la corde consiste a calculer xj,; comme l'intersection entre

I’axe des abscisses et la droite passant par le point (x, f(xx)) et parallele a la droite tangente au graphe de f passant par
le point (xo, f(xg)), i.e. on cherche x solution du systéme linéaire

¥ = f(x0) (x — xp) + f(xp),
y=0,

ce qui donne

S
k S (x0)
Dans cette variante on remplace f'(xy) par f'(xp).
y
y f
¥ = f'(x0) (x — x0) + f(x0)
= f(b;]#(x xo) + f (o)

= "T(x x1) + f(x1)

y=f'(xp)(x—x1)+ f(x1)

s Exemple

On se trouve en possession d'une calculatrice qui ne sait effectuer que les opérations addition, soustraction et multiplication. Lorsque
a > 0 est donné, on veut calculer sa valeur réciproque 1/a. Le probleme peut étre ramené a résoudre I'équation x = 1/a ce qui équivaut
a chercher le zéro de la fonction

f:RY >R
1

X——-a
x

Selon la formule de NEWTON on a

Xpr1 = A +a)x +xi,

G. FACCANONI 21
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une récurrence qui ne requiert pas de divisions. Pour a = 7 et partant de xy = 0.2 par exemple, on trouve x; = 0,12, xp = 0,1392,x3 =
0,1427635200, x4 = 0,1428570815, etc. Cette suite converge vers 1/7 =~ 0,142857142857.

s Exemple Comparaison des méthodes de NEWTON pour différentes formulation de la fonction initiale
Dans R on veut résoudre I'équation

x=el’*. (1.1)

En transformant I'’équation donnée de différentes manieres, on arrive a différentes formules de récurrence :
1. L'équation (1.1) équivaut a chercher le zéro de la fonction

fiRI—R
x—x—e

En utilisant la méthode de NEWTON on trouve la formule itérative

f(xk) xk_el/xk 2xk_el/xk
Xfey] = Xp — =X ————— =X — X —H————
k+1 k f,(xk) k 1+ e/ k k x2 +el/xk
2 k
k
2. Sionpose y =1/x, alors on al’équivalence
x=el/* = y=e7,
donc la solution x de I’équation (1.1) est la réciproque du zéro de la fonction
g:RY—R
y—1-ye¥
En utilisant la méthode de NEWTON on trouve la formule itérative
8k 1- yrel* ek —yk
Ye+1 =Yk~ — =VkT Taavoore Ykt o
8 i) —(I+ype L+yk
et xp =1/yp.
3. Léquation (1.1) est encore équivalente a chercher le zéro de la fonction
h: R} =R
x—1—-xIn(x)
En utilisant la méthode de NEWTON on trouve la formule itérative
h(xy) 1—xpIn(xg) L1+

7xk+

T+l = Xk~ R (xp) 1+In(xg) - 1+ln(xk)'

La représentation graphique de f montre qu’il n’existe qu'une seule racine. Comme f(1.7) f(1.9) < 0, elle se trouve dans I'intervalle
[1.7;1.9]. En partant de xg = 1.8 on trouve les suites suivantes :

Formule 1 Formule 2 Formule 3
x1= 1,7628781412 1.7418849724 1.7634610883
xo = 1.7632228030 1.7751466845 1.7632228446
x3= 1.7632228344 1.7564077294 1.7632228344

La solution est x =~ 1,76322283435.

# Criteres d’arrét
Supposons que (x;) zen SOit une suite qui converge vers X zéro de la fonction f. Nous avons le choix entre deux types de
criteres d’arrét pour interrompre le processus itératif d’approximation de X : ceux basés sur le résidu et ceux basés sur
I'incrément. Nous désignerons par € une tolérance fixée pour le calcul approché de X et par e, = X — x,, 'erreur absolue.
Nous supposerons de plus f continiiment différentiable dans un voisinage de la racine.
Contrdle du résidu : les itérations s’achévent dés que |f(x,)|<e. Il y a des situations pour lesquelles ce test
s’avere trop restrictif ou, au contraire, trop optimiste.
% si|f’(X)] = 1alors |e,| = ¢ : le test donne donc une indication satisfaisante de 'erreur ;
* si|f'(%)| « 1, le test n’est pas bien adapté car |e,,| peut étre assez grand par rapport a € (voir la figure 1.2 a droite) ;
x sienfin |f'(X)| > 1 alors |e,| < € et le test est trop restrictif (voir la figure 1.2 a gauche).

Contrdle de I'incrément : les itérations s’achévent dés que |x,;; — x,| <&. Soit (x;),en la suite produite par la
méthode de point fixe x,+1 = ¢(x,). Comme X = ¢(X) et x,1+1 = @(xy,), si on développe au premier ordre on sait
qu’il existe ¢, € Iz x, tel que

en+1 =X—Xp41 = (P(jc\) —p(xp) = (Pl(fn) (X—xp) = (P’(fn)en

22 © G. FACCANONI
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fxe)

Xk : f(xk)

x
X __—F X

€k

FIGURE 1.2.: Deux situations pour lesquelles le résidu e = x; — X est un mauvais estimateur d’erreur : | f'(x)| > 1 (a gauche),
|f'(x)] < 1 (a droite), pour x dans un voisinage de X.

ol I3 x, est'intervalle d’extrémités X et xj. En utilisant I'identité
en=(X—Xps1) + (Xnse1— Xn) = €pg1 + (Xpe1 — Xp) = (P/(Stn)en + (Xp+1— Xn),
on en déduit que
_ Xn+1 —Xn
1-¢'(&n)
Par conséquent, ce critére fournit un estimateur d’erreur satisfaisant si ¢’(x) = 0 dans un voisinage de X. C’est le

cas notamment des méthodes d’ordre 2, dont la méthode de NEWTON. Cette estimation devient d’autant moins
bonne que ¢’ s’approche de 1.

n

Notons d’ailleurs que si la méthode de point fixe converge avec K < 1 et si on considére le critere d’arrét |x;,+; —

x| < € alors
£

1-K

len] = 1x, —X| =< <2e.

En effet, il suffit de considérer les inégalités suivantes :

lens1] = [xn+1 — X1 = l@(x4) —@(X)| = K|x,, — X| = Klenl,

lent1l = 1Xpt1 = X = [Xps1 = X+ Xp = X| 2 1% = X| = | Xpa1 — Xnl = len| = |Xps1 — x| > lenl — €
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¥ X K K K Xk ok ok x Kk kx  Codes Python  k  x x % % ¥ x % % ¥ %

dichotomie, lagrange, newton et point_fix sont quatre fonctions (informatiques) qui renvoient la valeur approchée
du zéro d'une fonction (mathématique) f. En parametre elles recoivent f, la fonction dont on cherche la racine, a et b sont
les extrémités de I'intervalle de recherche pour les méthodes de dichotomie et de LAGRANGE, x_init estla donnée initiale
pour les méthodes de NEWTON et de point fixe, naxITER est le nombre maximal d’itérations et tol est la tolérance.

Méthodes numériques.

import math, sys

def dichotomie(f,a,b,tol,maxITER):

——fa = f(a)

——if abs(fa)<=tol:

—— ——return a

—£b = £(b)

——if abs(fb)<=tol:

————return b

——if faxfb > 0.0:

————print "La racine n’est pas encadree"
—— ——sys.exit (0)

——n = int(math.ceil (math.log(abs(b-a)/tol)/math.log(2.0)))
——for k in range(min(n+1,maxITER)) :
————c = (atb)*0.5

——fc = £(c)

———if fc == 0.0:

——————return c

————1if fcxfb < 0.0:

— iy = G

——return (at+b)*0.5

def lagrange(f,a,b,tol,maxITER):

——fa = f(a)

——if abs(fa)<=tol:

—— ——return a

——fb = £(b)

——if abs(fb)<=tol:

————return b

——if faxfb > 0.0:

————print "La racine n’est pas encadree"
—— ——sys.exit(0)

— k=0
——while ( ((abs(b-a)>tol) or (abs(fc)>tol)) and (k<maxITER) ):
ek 4= 1

————c = a-fax(b-a)/(fb-fa)
———fc = f(c)

————if fc == 0.0:

— ————Teturn c

————1f fcxfb < 0.0:

—————fb = fc

——return a-fax(b-a)/(fb-fa)

def newton(f,x_init,tol,maxITER):
—k =0

——Xx = x_init

—fx = £(x)
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——h = tol
——dfx = (f(x+h)-fx)/h

——while ( (abs(fx)>tol) and (k<maxITER) ):

———x = x - fx/dfx
———fx = f(x)

————dfx = (f(x+h)-fx)/h

— k4= 1

——1if k==maxITER:

————print "Pas de convergence"

—else:
————return x

def point_fix(f,x_init,tol,maxITER):

—k =0
——Xx = x_init

——while ( (abs(phi(x)-x)>tol) and (k<maxITER) ):

—— ——x = phi(x)
k4= 1

——1if k==maxITER:

————print "Pas de convergence"

——else:
—— ——return x

exemple = 2

if exemple==
——tol = 1.0e-9
——maxITER = 100
——def f(x):

—— ——return (x+1)*(x-

——def phi(x):

—— ——return x**2-2
elif exemple==

——tol = 1.0e-9
——maxITER = 100
——def f(x):

—— ——return x**2-2
——def phi(x):

—— ——return x**2+x-2
else:

2)

——print "Cas test non defini"

——sys.exit(0)

a = -3.

b = 0.

print "A) Zero calcule
= b,tol,maxITER)

print "B) Zero calcule
wt0l,maxITER)

a=0.

b = 3.

print "C) Zero calcule
= b,tol,maxITER)

print "D) Zero calcule
wt0l,maxITER)

x_init = 0.
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Exemple d'utilisation

dichotomie dans 1’intervalle [", a, ",", b,"]

Lagrange dans 1’intervalle [", a, ",", b,"]

dichotomie dans 1’intervalle [", a, ",", b,"]

Lagrange dans 1’intervalle [", a, ",", b,"]

", dichotomie(f,a

", lagrange(f,a,b,

", dichotomie(f,a

", lagrange(f,a,b,
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print "E) Zero calcule par
wx _init,tol,maxITER)

print "F) Zero calcule par
wx_init,tol,maxITER)

x_init = 1.

print "G) Zero calcule par
wx _init,tol,maxITER)

print "H) Zero calcule par
wx_init,tol,maxITER)

# Dans python il existe un
= module:

from scipy.optimize import

x_init = 0.

print "** Zero calcule par
=)

x_init = 1.

print "x* Zero calcule par
=)

26

la

la

la

la

methode

methode

methode

methode

module qui

de \textsc{Newton} a partir du point x_0 =",x_init," : ", newton(f,
de point fix a partir du point x_0 =",x_init," : ", point_fix(phi,
de \textsc{Newton} a partir du point x_0 =",x_init," : ", newton(f,
de point fix a partir du point x_0 =",x_init," : ", point_fix(phi,

implement deja ces methodes, comparons nos resultats avec ceux du

fsolve
le module scipy.optimize a partir du point x_0 =",x_init," : ", fsolve(f,x_init
le module scipy.optimize a partir du point x_0 =",x_init," : ", fsolve(f,x_init
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IS O O Y O R O R S S SRS SRS
®Exercice 1.1
Décrire les méthodes de la dichotomie et de LAGRANGE et les utiliser pour calculer le zéro de la fonction

Exercices 222333233232V D

f(x)=x>—4x-8.95

dans l'intervalle [2;3] avec une précision de 1072,

CORRECTION DE LEXERCICE 1.1. En partant de Iy = [a, b], les méthodes de la dichotomie et de LAGRANGE produisent
une suite de sous-intervalles I = [ag, bi] avec I < I;_1, k = 1, et tels que f(ax) f(br) < 0. Pour cela, soit xi tel que Iy =
[ag; xi] U [xg, D], alors
[ag; xi]
Tis1 = {

[xk, D]

si f(ag) f(xp) <0,

sinon.

k<0
ayg —2
b —3
while |by. — ai| > 0.01 do
X — glag, by)
k—k+1
if (@} — 4ay - 8.95)(x] — 4x; —8.95) <0 then
Ak+1 < Ak
by — xp
else
Af+1 — Xk
biy1 — by
end if
end while

Lunique différence entre les deux méthode réside dans la construction de xy. :

%hk pour la méthode de la dichotomie,
X = 8lar, b) = { % pour la méthode de la LAGRANGE.
Dichotomie
k ay X by signe de f(ay) | signede f(x;) | signede f(by)
0 2.000000 2.5000000 3.00000 - - +
1 2.500000 2.7500000 3.00000 - + +
2 2.500000 2.6250000 2.75000 - - +
3 2.625000 2.6875000 2.75000 - - +
4 2.687500 2.7187500 2.75000 - + +
5 2.687500 2.7031250 2.71875 - - +
6 2.703125 2.7109375 2.71875 - + +
LAGRANGE
k aj Xk by signe de f(ax) | signede f(xx) | signede f(by)
0 2.000000 2.596666667  3.00000 - - +
1 | 2.596666667 2.690262642 3.00000 - - +
2 | 2.690262642 2.702092263 3.00000 - - +
3 | 2.702092263 2.703541518 3.00000 - - +
4 | 2.703541518 2.703718378 3.00000 - - +
5 | 2.703718378 2.703739951 3.00000 - - +
6 | 2.703739951 2.703742582 3.00000 - - +
®Exercice 1.2

Soit f: [0;1] — R une fonction continue strictement décroissante telle que f(0) =1et f(1) = —1.

1. Sachant que f(0.3) = 0, déterminer la suite des premiers quatre itérés de la méthode de la dichotomie dans 'inter-

valle [0; 1] pour 'approximation du zéro de f. On pourra utiliser le tableau ci-dessous :
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k ag Xk by signe de f(ay) | signede f(xy) | signede f(bg)
0 0 1 + -
1
2
3
4
2. Combien d’itérations faut-il effectuer pour approcher le zéro de f 2275 pres?
CORRECTION DE U'EXERCICE 1.2.
1. Ona

k ag Xk by signe de f(ay) | signede f(xg) | signede f(by)

0 0 0.5 1 + - -

1 0 0.25 0.5 + + -

2 0.25 0.375 0.5 + - -

3 0.25 0.3125 0.375 + - -

4 0.25 0.28125 0.3125 + + -

donc, apres quatre itérations, le zéro de f est approché par 0.28125.

2. Il faut effectuer au moins log, (;%?) =5 jtérations.

®Exercice 1.3
Soit f: [0;1] — R une fonction continue strictement décroissante telle que f(0) =1et f(1) = —1.
1. Sachant que f(0.6) = 0, déterminer la suite des premiers quatre itérés de la méthode de la dichotomie dans l'inter-
valle [0; 1] pour 'approximation du zéro de f. On pourra utiliser le tableau ci-dessous :
k ag Xk by signe de f(ay) | signede f(xx) | signede f(by)
0 0 1 + -
1
2
3
4
2. Combien d'itérations faut-il effectuer pour approcher le zéro de f 22710 pres?
CORRECTION DE L’EXERCICE 1.3.
1. Ona
k aj X by signe de f(ay) | signede f(xy) | signe de f(by)
0 0 0.5 1 + + -
1 0.5 0.75 1 + - -
2 0.5 0.625 0.75 + - -
3 0.5 0.5625 0.625 + + -
4 0.5625 0.59375 0.625 + + -

donc, apres quatre itérations, le zéro de f est approché par 0.59375.

2. Il faut effectuer au moins log, (21,;1%) =10 itérations.

®Exercice 1.4
Déterminer la suite des premiers 3 itérés des méthodes de dichotomie dans l'intervalle [1,3] et de NEWTON avec xp = 2
pour 'approximation du zéro de la fonction f(x) = x*> — 2. Combien de pas de dichotomie doit-on effectuer pour amé-
liorer d'un ordre de grandeur la précision de 'approximation de la racine ?

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.4. On cherche les zéros de la fonction f(x) = x2-2:
* Méthode de la dichotomie : en partant de Iy = [a, b], la méthode de la dichotomie produit une suite de sous-intervalles
Iy = lag, br] avec I < I et tels que f(ay) f (bg) <O0. Plus précisément
_ _ _ agtbo
+ onpose ap=a, by=Db, xg = =5
+ pour k=0
« si fag) f(xr) <0onpose ayiq = Ak, bp+1 = X Sinon on pose ay41 = Xk, br+1 = by
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(a) Méthode de la dichotomie. (b) Méthode de NEWTON.
FIGURE 1.3.: Approximation du zéro de la fonction f(x) = x> - 2.
x et 0N POSe X4 =

Voir la figure 1.3a.
* Méthode de NEWTON :

Ae+1+Dg1
5 .

2
J(xg) Xe—2 1 1
Xjyl = Xfp— ——— = X — = —Xp+—.
k+1 = Xk 0 k 2xp 2 k P
Voir la figure 1.3b.
Donc on a le tableau suivant
X0 X1 X2 X3
Dichotomie 2 3=15 2=1,25 §=1375

Newton 2 3=15 X =1416 1iI+12=~14142156

On rappelle qu’avec la méthode de la dichotomie, les itération s’achevent a la m-eme étape quand |x,, — X| < |,z < g, ol
€ est une tolérance fixée et | I ;| désigne la longueur de I'intervalle I,,,. Clairement I} = %, donc pour avoir |x;, — X| < € on
doit prendre

o1 ( b- a)
m=log, | —|.
82 .
Améliorer d'un ordre de grandeur la précision de 'approximation de la racine signifie avoir

lx; — Xl
10

lxx —X| =
donc on doit effectuer k — j =log,(10) = 3,3 itérations de dichotomie.

®Exercice 1.5

1. Donner la suite définissant la méthode de NEWTON pour la recherche d'un zéro de fonction. Justifier I'expression
de la suite.

2. Ecrire I'algorithme pour une convergence a 107° pres.

3. Déterminer I'ordre de convergence minimale de cette suite.

CORRECTION DE L'EXERCICE 1.5.
1. Supposons f € € et f'(X) # 0 (c'est-a-dire X est une racine simple de f). La méthode de NEWTON revient a calculer
le zéro de f en remplacant localement f par sa tangente : en partant de 'équation de la tangente a la courbe (x, f(x))
au point xj
yx) = f ) + f o) (x = xi)
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et en faisant comme si x; vérifiait y(xy;1) =0, on obtient

[
)

Xke+1 = Xk

Etant donné une valeur initiale x©, cette formule permet de construire une suite x.
2. Algorithme pour une convergence 2 £ =107%:
Require: xj, x — f(x)
while |x..; — x| > 107% do

(k)
Xi+1 <~ Xk — ;&Xi)
end while
3. Larelation précédent peut étre mise sous la forme d'une itération de point fixe x;;+1 = g(x)) avec
f()
gx)=x- .
f'(x)

e
Si X est racine simple, c’est-a-dire si f'(X) # 0, on trouve g'(X) =0 et g’ (%) = % :la méthode de NEWTON est donc
d’ordre 2. Si la racine X est de multiplicité m > 1, alors g'(x) =1 - % et la méthode n'est que d’ordre 1. Si la valeur
de m est connue a priori, on peut retrouver la convergence quadratique de la méthode de NEWTON en modifiant la
méthode comme suit :

et = e —m f(xx)
k+1 k f, (xk) .
DExercice 1.6
On veut calculer le zéro de la fonction
fx)=x*-2

dans l'intervalle [0;2].
1. On applique la méthode de LAGRANGE : écrire I'algorithme et l'utiliser pour remplir le tableau (on s’arrétera au
plus petit k qui vérifie | f(x;)| < 1074).

k ay Xk by signe de f(ay) f(xp) signe de f(by) |x — V2]
0 0.00000 1.00000 2.00000 - -1.00000 + 0.41421
1

2. On applique la méthode de NEWTON : écrire I'algorithme et I'utiliser pour remplir le tableau (on s’arrétera au plus
petit k qui vérifie | f (xx)| < 107%). Le point de départ xy est donné.

k Xj fxr) |l — V2]
0 1.00000
1

CORRECTION DE ’EXERCICE 1.6.

1. En partant de Iy = [a, b], la méthode de LAGRANGE produit une suite de sous-intervalles Iy = [ay, bi], k = 0, avec
I cIj_1, k=1, ettels que f(ax)f(by) <0. Dans notre cas on a

k<0

ar—0

b —2

X < Ay

while | xZ — 2| >0.0001 do

agbi+2
X — dk+bk

if (af —2)(x7 - 2) <0 then
Af+1 < Ak
biy1 — xg
else
Af+1 — Xk
by < by
end if
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k—k+1

end while

k ar X by signe de f(ay) | f(xp)l signede f(br) |xp— V2|
0 | 0.00000 | 1.00000 | 2.00000 - |-1.00000|>0.0001 + 0.41421
1 | 1.00000 | 1.33333 | 2.00000 - |-0.22222|>0.0001 + 0.08088
2 | 1.33333 | 1.40000 | 2.00000 - |-0.04000|>0.0001 + 0.01421
3 | 1.40000 | 1.41176 | 2.00000 - |-0.00692|>0.0001 + 0.00245
4 | 1.41176 | 1.41379 | 2.00000 - [-0.00119|>0.0001 + 0.00042
5| 1.41379 | 1.41414 | 2.00000 - |-0.00020|>0.0001 + 0.00007
6 | 1.41414 | 1.41420 | 2.00000 - |-0.00004|<0.0001 + 0.00001

2. Laméthode de NEWTON est une méthode de point fixe avec fonction d’itération ¢(x) = x — % ce qui donne l’algo-

rithme suivant :
k<0
X — 1.00000
while |x7 -2/ >107* do

X, 1
N i Ny

k—k+1
end while
k Xk | f (x1)] Xk — V2]
0 1.00000 |-1.00000[>0.0001 0.41421
1 1.50000 |0.25000|>0.0001 0.08579
2 1.41667 |0.00695|>0.0001 0.00246
3 1.41422 [0.00002|<0.0001 0.00001

®Exercice 1.7 Evolution d’un capital
On investit un capital Cy > 0. Le placement a un taux de 5% par an et des frais de gestion fixes de 50 euros qui sont
prélevés chaque année.
1. Décrire la suite récurrente qui décrit I’évolution du placement.

2. Donner les points fixes du systéme et indiquer s’ils sont attractifs ou répulsifs.

3. Etudier I'évolution du capital au fil des ans selon la valeur de Cy.

CORRECTION DE L'EXERCICE 1.7.
1. Notons u, le capital au début de la n-ieme année, alors on a

uy = Co,
Up+1 =1 +5%)u;, —50=1.05u,-50, VneN.

2. Il s’agit d'une suite récurrente définie par u,+1 = @(u,) avec @(x) = 1.05x —50. On a ¢(x) = x ssi x = 1000 : 'unique
point fixe du systeme est x = 1000. Comme ¢'(1000) = 1.05 > 1, il s’agit donc d’un point fixe répulsif.
3. Evolution du capital au fil des ans selon la valeur de C :
* si Cp > 1000 alors u;, — +oo,
* si Cy =1000 alors u, = 1000 pour tout n € N,
% si Cyp <1000 alors u;, — —oo.

y=9X)
gy y=x

1000

T Toris
3X2X1X0 1000 0X1%2X3 X
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L Exercice 1.8 Détermination des points fixes attractifs et répulsifs
| On considere des systemes dynamiques donnés par la loi d’évolution x — ¢(x). Dans chaque cas déterminer les points
fixes et leur nature (sont-ils attractifs ou répulsifs ?). Tracer le graphe de ¢ et quelques points de la suite.

D: [0;1] - R @:[0;1]1-R ®p:R—-R

L v1-x L a+x L1+
X— —-Xl—X X— =X X X— =X X
2 2 2

CORRECTION DE ’EXERCICE 1.8.

x+x

@ (p(x):%x(l—x) etg'(x) = —x+%
* Point fixe (dans [0 1]) [ 0.
* Nature : ¢'(¢) = % €] —1;1[ donc ¢ est attractif.

@(p(x):%x(1+x) er)‘et(p(x) x+%

* Points fixes (dans [0;1]): /1 =0et {5, = 1.

x Nature: ¢'(¢1) = % €] —1;1[ donc ¢ est attractif, ¢'(£2) = % > 1 donc ¢, est répulsif.
Yy Y=k

/ y — x

< - X3 X X] X X

x +x 3x +1

® @) =1x1+xH)= et ¢’ (x) =
* Points fixes (dans [0 1):¢;=0et ég =1.
x Nature: ¢'(¢1) = % €] —1;1[ donc ¢4 est attractif, ¢’ (¢£2) =2 > 1 donc ¢ est répulsif.

y y=0¢x)

L, Y=X

/,

- X3 Xp X1 X X

@Exercice 1.9 Points fixes o1 la dérivée vaut 1
On consideére les systemes dynamiques sur [0; 1] donnés par les lois d’évolution suivantes :
1. (x)=x—x°

2. p(x)=x+ x3
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3. px)=x+x2
Dans chacun des cas, montrer que 0 est un point fixe du systeme et que la dérivée de la loi d’évolution en 0 est égale a
1. Dans chacun des cas, tracer le graphe de la loi d’évolution et quelques orbites (i.e. quelques points de la suite). Dans
quel cas le point fixe 0 est-il attractif? Répulsif ?

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.9.

L o) =x—-x3=x(1-x)1+x) et (x) =1-3x%=(1-v3x)(1 +3x)
* Points fixes (dans [0;1]) : £ = 0.
x Nature : ¢'(¢) = 1 donc on ne peut pas établir directement la nature du point fixe.

Y y=x

x3x'2 xll X.O \

R‘

\

y=9W

On voit qu'il s’agit d'un point fixe attractif. Pour le démontrer il suffit d’étudier directement la suite définie par récur-
rence
{ up € [0;1]

Up+1=@(Uy), YneN.

« Sila suite converge, elle converge vers .
x On vérifie facilement que ¢([0; 1]) < [0; 1] ainsi u,, € [0; 1] pour tout n € N.
* Upe1— Uy = —ufl < 0 pour tout n € N donc la suite est monotone décroissante.
Conclusion : u,; — 0.
2. p(x)=x+x3=x(1+x*) etg(x)=1+3x°
* Points fixes (dans [0;1]) : £ = 0.
x Nature : ¢'(¢) = 1 donc on ne peut pas établir directement la nature du point fixe.

Vi y:(p(x)
I y=Xx

XoxXp X2 X

On voit qu'’il s’agit d'un point fixe répulsif. Pour le démontrer il suffit d’étudier directement la suite définie par récur-
rence suivante (on considere ¢ définie sur R.)

up € [0;1]
Un+1=@(uy), VYneN.
* Sila suite converge, elle converge vers .
x On vérifie facilement que ¢(x) = 0 pour tout x € R, ainsi u, =0 pour tout 7 € N.
* Ups1— Un = uS >0 pour tout 7 € N donc la suite est monotone croissante.
Conclusion : u;; — +oo.
3. p(x)=x+x>=x(1+x)ete/(x) =1+2x
* Points fixes (dans [0;1]) : £ = 0.
x Nature : ¢’ (¢) = 1 donc on ne peut pas établir directement la nature du point fixe.

© G. FAccANONI 33



1. Résolution d'équations non linéaires Jeudi 27 aoiit 2015

Yy

Tx X2 X

On voit qu’il s’agit d'un point fixe répulsif. Pour le démontrer il suffit d’étudier directement la suite définie par récur-
rence suivante (on consideére ¢ définie sur R.)

{%emu

Up+1 = @(Uy), VREN.,

* Sila suite converge, elle converge vers ¢.

* On vérifie facilement que ¢(x) = 0 pour tout x € R, ainsi u, =0 pour tout n € N.
*x Up+1 — Up = Uy > 0 pour tout n € N donc la suite est monotone croissante.
Conclusion : u,; — +oo.

L Exercice 1.10

Pour approcher les racines réelles de la fonction f: R — R définie par f(x) = (x? —3x + 2)e* on veut utiliser la méthode
de point fixe suivante :

ou p(x) =

Xo donné, x2+2
Xn+1 =@(x,) pourtoutneN 3

1. Montrer qu’il existe deux racines réelles ¢; < ¢, de f etles calculer.

2. Fairel'étude graphique de la convergence de la méthode de point fixe et montrer que
* Sixg €] —2;2[ alors la suite converge vers ¢,
x sixg = %2 alors x, = ¢, pour tout n e N*,
* 81 xp < —2 ou xp > 2 alors la suite diverge vers +oo.

3. Notons [a; b] I'intervalle maximale contenant ¢; pour lequel le théoreme de point fixe s’applique. Calculer a et b
et expliquer pourquoi la suite converge vers £1 méme si xg €] —2;2[\[a; b].

CORRECTION DE L'EXERCICE 1.10.
1. f(x) =(x—1)(x—2)e* donc f admet deux uniques racines réelles £; =1 et £, = 2.
2. Comparons ¢, qui est une parabole convexe de sommet (0,2/3), a 'identité :

Y=

xq XZCSZI X403 ?, X1 X3 X
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Létude graphique montre que la suite converge quel que soit xy € [-2;2]. Plus précisément, on voit que
* sixg=—2 alors x, =2 pour tout n € N*,

si xp €] —2;—1[ alors x, \, 1 pour tout n € N*,

si xp = —1 alors x;, = 1 pour tout n € N*,

si xp €] —1;1[ alors x,, /1 pour tout n € N*,

si xp =1 alors x,, = 1 pour tout n € N,

si xp €]1;2[ alors x, \, 1 pour tout n e N,

si xp =2 alors xp =2 pour tout n € N,

si xo > 2 alors x,, / +oo.

* ok ok ok ok b o

3. Lintervalle maximale pour appliquer le théoréme de point fixe est défini comme le plus grand intervalle pour lequel
lg'(x)| < 1, i.e. I'intervalle [-3;3]. On remarque que [-3;3] < [-2;2]. O, si xg €] —2;-3/2] ou xo € [3/2;2], alors
X1 =@(x9) < |x0l €]1;2[ (car ¢(x) < x lorsque x €]1;2[) et on montre que la suite (x;) ,ery €5t monotone décroissante et

minorée par ¢; donc convergente. Comme 'unique limite possible est ¢; on conclut que x, \ 1.

®Exercice 1.11
Considérons I'équation x(1 + e*) = e*.
1. Montrer que cette équation admet une unique solution réelle ¢ dans [0; 1].

2. Ecrire la méthode de NEWTON pour approcher la solution ¢.

3. Proposer une autre itération de point fixe pour approcher ¢. Montrer analytiquement que cette itération converge
vers ¢ pour tout xg € [0; 1] et faire '’étude graphique de la convergence.

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.11.

1. Soit f: R — R définie par f(x) = x(1+e*) —e*. f(x) = 0 si et seulement si x est solution de 'équation donnée. f est de
classe € (R), f(0) =—-1<0et f(1) =1>0donc, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaire, la fonction f admet
au moins une racine sur [0;1]. De plus, f est monotone sur [0;1] (car f'(x) = 1+ xe* > 0 pour tout x € [0;1]), donc
cette racine est unique.

2. Méthode de NEWTON :

xp(len)—en _ x2—xp+1 Xn

{xo €[0;1]

Xn+1 = Xn —

1+x,e*n  l+xpetn
3. On considere 'itération
Xp € [0;1] e’
avec px) = <
Xp+1 = @(xn) I+e
. . X
x @ est une fonction croissante sur R car ¢'(x) = (157)2 >0;

x Montrons que ¢([0;1]) < [0;1] :

{xE[O;I]

< [0;1;
¢ continue et croissante ]

1
= @) €[p0)e)] = [E'm

* (p est contractante stricte car I(p' (x)| <1 pour tout x € R.
D’apres le théoréeme de convergence globale des itérations de point fixe, I'itération proposée converge pour tout
x €[0;1]. De plus, 0 < ¢'(x) < 1 pour tout x € R, donc la convergence est monotone et du premier ordre.

Comparons ¢ al'identité :

Y, y=x

X0 X1 XxX] X0
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®Exercice 1.12
Pour calculer les racines de la fonction f(x) = x> — x? + 8x — 8 on utilise 4 méthodes de point fixe différentes décrites par
les fonctions d’itération suivantes :

x® . Lo, 1o, 1 4 - 2x3-x*+8
R X)=——x"+ —X X)=——F"T""7"7"7".
s b4 3x2-2x+8

8_
@1(x) = —x3+x2—7x+8, @2(x) =
8—x

® Montrer que ¢ = 1 est 'unique racine réelle de f.

@ Etudier la convergence locale des méthodes de point fixe xx,; = ¢; (xz) pour i =1,...,4.

CORRECTION DE U'EXERCICE 1.12. Les fonctions ¢; sont de classe ¥ au voisinage de ¢. De plus, on remarque que f(x) =
(x — 1)(x* + 8), donc I'unique racine réelle de f est £ = 1.
1. ¢! (x) = -3x*+2x—7 et ¢} (1) = -8 la suite diverge en oscillant;

—3x38-x)+(8-x%)

2. @py(x) = 7 etg,(1) =— % :1a suite converge de facon oscillante;;

1 1
3. @h(x) =~ f‘—oxz + gx + = ety(l) = 14—0 :la suite converge de facon monotone;

(6x*—2x)(3x%—2x+8)—(2x3—x*+8)(6x—2)
(3x2-2x+8)2

4. @h(x) = et ¢} (1) = 0 : la suite converge a 'ordre au moins 2.

Dans le tableau suivant sont reportées les suites des itérées obtenues par ces quatre méthodes.

Méthode ¢3

Méthode ¢4

Méthode ¢,

Méthode ¢»

X0

0.5000000000000000

0.500000000000000
1.032258064516129

0.5000000000000000
4.625000000000000

0.5000000000000000
1.050000000000000

X1 | 0.9125000000000001
Xz | 0.9897857421875000
x3 | 0.9989578145726552

1.000235245684712
1.000000012299503

—~101.9160156250000
1.069697123778202 x 10°

0.9845143884892086
1.004312677086027

X4 | 0.9998955643403695 | 1.000000000000000 —1.224001861234915 x 10'® | 0.9987590594698483
X5 | 0.9999895542527895 | 1.000000000000000 1.833775789385161 x 10°* | 1.000353832012369
X6 | 0.9999989554034564 | 1.000000000000000 —6.166499545700052 x 10'6? | 0.9998988463640411

& Exercice 1.13

Pour approcher les racines réelles de la fonction f: R — R définie par f(x) = x — e"U*¥ on utilise quatre méthodes de
point fixe :

Xo donné,
Xn+1 =@;(x,) pourtoutneN
ol
1+x
_ —(1+x) _ 2 (1+%) _ B
p1(x)=e ) P2(x) =x"e" ", @3(x) =-1-In(x), (p4(x)_—1+e(1+x)'

1.1
5°21
2. Montrer que les quatre méthodes de point fixe sont consistantes avec la recherche du zéro de f, i.e. montrer que

pourx€|1;1[ona

1. Montrer qu'il existe une unique racine réelle ¢ de f. Montrer que ¢ € |

Qi(x)=x — fx)=0 i=1,2,3,4.

3. Etudier la convergence locale des trois méthodes de point fixe (i.e. vérifier si on peut appliquer le théoreme
d’OSTROWSKI) et, si elles convergent, donner 'ordre de convergence.
Attention : on ne demande pas la convergence globale, autrement dit on ne demande pas de vérifier si on peut
appliquer le théoreme de point fixe sur l'intervalle | %; %[ mais de vérifier s'il existe un voisinage de ¢ tel que pour
tout xp assez proche de ¢ la méthode converge.

4. Pour la premiere méthode, faire I'étude graphique de la convergence pour tout x € R et établir analytiquement
pour quelles valeurs de xg la suite converge (i.e. trouver des intervalles pour lesquels le théoreme de point fixe
s’applique).

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.13.

1. On étudie brievement f :
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* D5 =Ret f de classe € (R), y

* limy— 100 f(X) = 00, /
* f'(x) =1+e Ut f croissante pour tout x € R, N .

R =3-a5 <0 f()=3-37>0, L/

f'(x) >0 pour tout xeR:
il existe une unique racine ¢ € [1/5;1/2] de f.

OR

2. 2.1. @p1(x)=xssix=e 19 ssi f(x) =0.
2.2, @o(x) = xssix=x?e1*¥ ssix=0o0ul=2xe ssix=00ue(x)=xssix=0ou f(x)=0.

2.3. 3 n'est définie que pour x > 0 et 3(x) = x ssi x = —1 —1In(x) ssi —(1 + x) = In(x) ssi ¢ (x) = x ssi f(x) =0.

1+x
1+e(+9

2.4. pg(x)=xssix= ssi xe'™ =1 ssi 1 (x) = x ssi f(x) = 0.
3. 3.1 @) ()= e~ 1+0 = ¢ € [1/5;1/2] donc la suite converge a I'ordre 1 pour x, suffisamment proche de .
3.2. Sachantque ¢>1/50na I(p’z(é)l =2+ 000 > %66/5 > 1 donc la suite ne converge pas.

3.3. Sachant que £ <1/2 on a|¢}(¢)| = 1/¢ > 2 donc la suite ne converge pas.

34. @l(0) = 1—2e1+0) — pa(0)—L /=

(I+ed+02 1+ed+0)
2 pour xg suffisamment proche de ¢.

1+e{”[) — 0 =@4()—¢ =¢—-¢=0donclasuite converge au moins al’ordre

4. Le graphe de ¢ s'obtient a partir de celui de e* en faisant une symétrie par rapport a I'axe des ordonnées (ce qui
donne le graphe de e™*) suivie de la translation vers la gauche d’'une unité. Si on n’a pas observé ce comportement,
on peut étudier brievement ¢; pour pouvoir tracer son graphe et le comparer a I'identité :

* Dy, =Ret @) de classe € (R),

¢1(x) >0 pour tout x € R,

limy—. 0 1 (%) = +00,

limy—. 400 1 (%) =07,

(p’1 (x) = —¢1(x) <0 pour tout x € R : ¢; décroissante pour tout x € R,

¢1(x) = x ssi f(x) =0 donc il existe un unique ¢ € [0.2;0.5] tel que ¢, () = ¢,

@' (x) = @1(x) : g1 convexe pour tout x € R.

L S I S

Y y=x

¢1

2 j.a 1 X

L'étude graphique suggere que la suite converge quel que soit xy € R. Mieux encore, on voit que x, > 0 pour tout
neN*.
Pour prouver cela on vérifie si

lpi(x) <1,  VxeR.

Comme ¢ (x) = —¢ (x), ona g (x)| < 1 ssix > -1 doncla condition de contraction stricte n’est pas satisfaite. Voyons
si on peut appliquer le théoréme au moins pour x > —1. On a ¢; (] — 1; +oo[) =]0; 1[c] — 1; +oo[ donc ¢ est stable sur
] — 1;+00[ et contractante stricte. Le théoréeme de point fixe permet alors de conclure que la méthode de point fixe
converge pou tout xp €] — 1; +ool.

Que peut-on dire si xp < —1? Dans ce cas le théoréeme de point fixe ne s’applique pas. Cependant on a x; = ¢1(xp) €
10; +o0o[c] — 1; +00] et le théoreme de point fixe s’applique a partir de x;.
On conclut que la méthode 1 converge vers I'unique point fixe de ¢; pour tout xj € R.

®Exercice 1.14
Pour approcher les racines réelles de la fonction

f:R—R

x—x>—x*—1
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on utilise trois méthodes de point fixe :

Xo donné,
Xp+1=@;(x,) pourtoutneN
ou
2x3—x%+1
P10 =2~ x* +x-1, P2(0) = V22 +1, P30 =y

1. Montrer qu'il existe une unique racine réelle ¢ de f. Montrer que ¢ € [1;2].

2. FEtudier la convergence locale des trois méthodes de point fixe et, si elles convergent, donner I'ordre de conver-
gence.

3. Pour la deuxieme méthode, faire I'étude graphique de la convergence globale et établir analytiquement pour
quelles valeurs de xj la suite converge.

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.14.

1. On étudie brievement f :

* Pp=Ret f de classe € (R), Y
* limy_ 100 f(X) = o0, a
* fl(x)=xBx-2), ) /
* f croissante pour x <0 et x > 3/2, ’ /

décroissante pour 0 < x <2/3,
* maximum localen x=0et f(0) =-1<0,
minimum local en x =2/3 et f(2/3) = -31/27 <0,
*x f(1)=-1, f(2) =3 et f'(x) = x(3x —2) > 0 pour tout 2
x €[1;2] : il existe une unique racine ¢ € [1;2] de f.

&

2. Vérifions si on peut appliquer le théoreme d’OSTROWSKI (attention : il ne s’agit pas de vérifier si on peut appliquer
le théoréme de point fixe sur l'intervalle [1;2] mais de vérifier s’il existe un voisinage de ¢ tel que pour tout x, assez
proche de ¢ la méthode converge).

2.1. ¢1(x) = x < f(x) =0:la méthode est consistante. Comme ¢ (¢) = 302-20+1=0(30-2)+1>¢+1>1,]a
suite ne converge pas.

_ —_0- 4 : . ! _ 20 4  _

2.2. @2(x) =x < f(x) =0:la méthode est consistante. Sachant que ¢ € [1;2] on a |(p2(€)| = 33(€—Z+1)2 < E T

4/3 . o
ZT < 1 donc la suite converge a I'ordre 1 pour x, suffisamment proche de ¢.

2 _ 2 _ _ 3_p2 _ — —
2.3. ¢3(x) =x < f(x) = 0:laméthode est consistante. ¢ (¢) = 6f 205¢ fzg[(_zf)z £0E2) ig;j;—q)g (0) ;2%

(30-2) —
ﬁg;:g A [gl[—_zz) = 0 donc la suite converge au moins a I’ordre 2 pour xj suffisamment proche de ¢. (Il s’agit en

effet de la méthode de NEWTON).

3. Pour faire I'étude globale de la convergence on essaye d’appliquer le théoreme de point fixe sur I'intervalle [1;2] mais
ici on peut facilement étendre 'étude a R.
On étudie donc brievement ¢, pour pouvoir tracer son graphe et le comparer a I'identité :
* Dy, = Ret s de classe € (R),
* My 400 2(X) = +00,
* 90 = 33 (i)zc+1)2 '
* (o croissante pour x >0,
décroissante pour x <0,
minimum localeen x =0 et ¢»(0) =1,
* 2(x) = xssi f(x) =0donc il existe un unique ¢ € [1;2] tel que @, (¢) = ¢,

Moy —2(x°=3)
* x) = ==L
¢ (%) 93/ +1)

¢ convexe pour —v/3 < x < /3,
> concave pour x < —v/3 et x > /3.
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Yy y=x P2

X0 pB2 X

Létude graphique suggere que la suite converge quel que soit xy € R. Mieux encore, on voit que
* si xg > ¢ alors x, \, ¢ pour tout n € N,
* si0 < x9<¢alors x,, /¢ pourtout neN,
* si—¢ <xg<0alors0<x; </etx, /¢ pourtout neN*,
x sixg < —¢ alors x; > ¢ et x, \, ¢ pour tout n € N*.
Pour prouver analytiquement la convergence pour tout xp € R on va montrer que

, 2 | x|
ls ()] = 3T < 1  VxeR.

V(2 +1)?

Comme ¢, est une fonction impaire, il suffit de I'étudier sur R,.

Soit g: Ry — R1la fonction définie par g(x) = ¢/, (x). y
* g(x) =0 pour tout x € Ry,
* g est croissante pour 0 < x < v/3, 1

» décroissante pour x > /3,
* g(V3)=1/(V2v3) <1
donc 0 < g(x) < 1 pour tout x € R, et alors I(p’z(x)l <1 1 2 3 4 X
pour tout x € R : la méthode converge pour tout choix du V3
point initial xg.

P

®Exercice 1.15
Entre deux murs (verticaux) paralléles, on place deux
échelles en les croisant. La premiere fait 3m de long, la
seconde 2m. On constate qu’elles se croisent a une hau-
teur de 1m. Ecrire la méthode de NEWTON pour le calcul
approché de la distance entre les deux murs.

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.15.

En utilisant la similarité des triangles rectangles qui ont T -
hypoténuses respectivement 3 et 2 on a les deux équations : T -
2-d” _3_ _3 11 I -
T b yiie I o 5
! @ ViZea-o?’ T 1
On a alors T \ o
I"_r:[ \] E\ 1
Vo_Z-_3 __d — \ =
S-d*=mm = Vo T o\
Vi—fe_—2 . = d ' —
T V1Era-0?’ =iz d
Il reste a résoudre ! + ! 1
résoudr =1
V4-d?> V9-d?

_ 1 1 _ S . , ’s . 2 . .
Posons f(d) — i + —@ 1. A partir de dy donné dans l'intervalle ]0;2[, la méthode de NEWTON construit une suite
(dj) ken par la récurrence suivante

1 1
fo _, et me !
"(dy) d da
f k \/(4—d2)3 + \/(9—d2)3

diy1=di—
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!
Pour que cette suite converge il faut choisir dy dans un intervalle [a; b] c]0;2][ tel que )(dk - %) ) < 1 pour tout x € [a; b].

®Exercice 1.16
Soit f, g: [a; b] — R deux fonctions monotones de classe € ([a; b]). On suppose qu'il existe un et un seul ¢ € [a; b] tel que
f(£) = g(£). A partir de xj € [a; b], on construit une suite (x,) ,en par la relation f(x,.1) = g(x,) pour n € N.

1. Montrer que si ‘f’(l) < 1 alors il existe un intervalle [a; §] < [a; D] tel que x,, — ¢ pour tout x € [a; f].

g E 77| > 1, proposer une méthode itérative convergente pour calculer l.

2. Dansle cas ou

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.16.

1. La fonction f est inversible donc la méthode donnée correspond a une méthode de point fixe x,+1 = @(x;) ofl (p =
(x) g'0

77" 77 Tgon f'(é) Si

1g'(0)/ f'(£)] < 1 alors, pour le théoreme d’OSTROWSK], il existe un intervalle [a; §] < [a; b] tel que x;,, — ¢ pour tout

Xo € la; Bl
2. Silg'0)f'(0) > 1, il suffit de construire la suite (x,),en par la relation f(x,) = g(x,+1) pour n € N et appliquer le
raisonnement du point précédant.

f’1 o g: [a; b] — [a; b] est une fonction de classe €¢1(la; b)) et ¢'(x) = Donc ¢'(0) =

L Exercice 1.17
LOb]eCtlf de cet exercice est de déterminer les zéros de la fonction f: 7] — R définie par

fl) = ——sm(x)+ E - \?

1. Montrer qu'il existe deux solutions £~ <0 et #* >0 de I'équation f(x) =0 pour x € [-7; 7].

2. Peut-on appliquer la méthode de la bissection pour calculer les deux racines? Pourquoi? Dans le cas o1 c’est
possible, estimer le nombre minimal d’itérations nécessaires pour calculer le(s) zéro(s) avec une tolérance € =
10710 apres avoir choisi un intervalle convenable.

3. Ecrire la méthode de NEWTON pour la fonction f. A 'aide du graphe de la fonction f, déduire 'ordre de conver-
gence de la méthode pour les deux zéros.

CORRECTION DE ’EXERCICE 1.17.

1. Etude de la fonction f :

[ estclasse €°([-F;7]);
f(_z)zl_ﬁ_— ~0.12785<0, f(0) = £ — ¥3
f'(x) =1 —cos(x);

f est crmssante sur [—5 ——] Ul[Z;nl, decrmssante sur [—g, g] ;

*
*
*
* X= —§ est un mammumlocal etf(—3) =0;x= 3 est un minimum local etf(%) <0;
*
*

*

o

= —0.34244 <0, f(m) = ?ﬂ—%~12284>0

f"(x) =sin(x);
f est concave sur [-Z;0], convexe sur [0; 7].

y
fx)
% 3 : o
Z_ \_/ ' )
Par conséquence ¢~ = —% est I'unique solution de I'équation f(x) = 0 pour x € [-7;0] et il existe un et un seul £*

solution de I’équation f(x) = 0 pour x € [0; 7]. On peut méme améliorer 'encadrement et conclure que ¢* € [Z; 7].

2. La méthode de dichotomie ne peut pas étre utilisée pour approcher ¢~ car il est impossible de trouver un intervalle
la,blc R~ surlequel f(a)f (b) < 0. En ce qui concerne I'approximation de ¢*, en partant de [a, b] = [%; 7], la méthode

de dichotomie converge en log, ( ) 35 itérations vers la valeur 2.246005589.
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3. Laméthode de NEWTON est une méthode de point fixe

{xw = p(xp),

Xo donné,
avec ¢ 'application définie par ¢p(x) = x — % Ici donc elle s’écrit

e . _xk—2sin(xk)+73_f_\/§
flaw F

Xyl =X
kel K 1—-2cos(xi)

A l'aide du graphe de la fonction f, on voit que la méthode converge vers £+ quel que soit xo € [-7/2;7/3] avec
un ordre de convergence quadratique et converge vers ¢~ quel que soit xy € [7/3;7] avec un ordre de convergence
linéaire (car f(¢7) = f'(£7) =0).

®Exercice 1.18 (Python)
Soit la fonction fy (x) = cosh(x) + cos(x) —y. Pour y = 1,2,3 trouver (graphiquement) un intervalle qui contient le zéro
de fy. Calculer ce dernier par la méthode de dichotomie avec une tolérance de 10710, Utiliser ensuite la méthode de
NEWTON. Pourquoi cette méthode n’est-elle pas précise quand y =27?

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.18.

ef—e™*
2

e*+e™*

5 donc

Etude de fy- Onserappelle que cosh(x) = et sinh(x) =

* limy— 400 fy (%) = +00

* fy’(x) = sinh(x) — sin(x) et fjﬁ(x) = 0 si et seulement si x = 0 (comparer les graphes de sinh et sin et se rappeler que
pour x >0 on a sinh(x) > x > sin(x) et pour x < 0 on a sinh(x) < x < sin(x))

* }ﬁ’(x) = cosh(x) — cos(x) > 0 pour tout x # 0.

Par conséquence,

* pour y = 1, la fonction n’a pas de zéro réel,

* pour y =2 iln'yaquele zéro X = 0 et il est de multiplicité quatre (c’est-a-dire f>(X) = f;a(X) = f; (X) = ;" (X) =0 et
M@ #£0),

* pour y =3, f3 admet deux zéros distincts, un dans l'intervalle ] — 3, —1[ et 'autre dans 11, 3[.

Y,
\ I.V:fl()f)

\\ / 7=
\\\ // /=B

Méthode de la dichotomie. Dans le cas y = 2, la méthode de dichotomie ne peut pas étre utilisée car il est impossible
de trouver un intervalle ]a, b[ sur lequel f>(a) f>(b) < 0. Pour y = 3, en partant de [a, b] = [-3,—1], la méthode de
dichotomie converge en 34 itérations vers la valeur X = —1.85792082914850 avec f3(X) =~ —3.6 x 1072, De méme, en
prenant [a, b] = [1,3], la méthode de dichotomie converge en 34 itérations vers la valeur X = 1.85792082914850 avec
f3(X) = —3.6877 x 10712,

Méthode de Newton. Considérons le cas out ¥ = 2. En partant de la donnée initiale xy = 1, la méthode de NEWTON
converge vers la valeur X = 1.4961 x 10~* en 31 itérations avec ¢ = 10~ '° tandis que la racine exacte de f; est 0. Cet
écart est di au fait que f> est quasiment constante au voisinage de sa racine, donc le probléme de recherche du
zéro est mal conditionné. La méthode converge vers la méme solution et avec le méme nombre d’itérations méme
si on prend € égal au zéro machine. Considérons le cas y = 3. La méthode de NEWTON avec ¢ égal au zéro machine
converge vers 1.85792082915020 apres 9 itérations en partant de xy = 1, alors que si xp = —1, elle converge apres 9
itérations vers —1.85792082915020.

Voici les instructions :

def f(x):
——return math.cosh(x)+math.cos(x)-gamma

maxITER = 100

gamma = 3

© G. FACCANONI 41



136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

152

153

158

159

160

161

162

163

164

165

166

167

1. Résolution d'équations non linéaires Jeudi 27 aoiit 2015

tol = 1.0e-15

a = -3.

b= -1.

x_init = -1.

print "Zero calcule par la methode de dichotomie dans 1l’intervalle [", a, ",", b,"] : ", dichotomie(f,a,b,
w0l ,maxITER)

print "Zero calcule par la methode de \textsc{Newton} a partir du point x_0 =",x_init," : ", newton(f,
wx _init,tol,maxITER)

a=1.

b = 3.

x_init = 1.

print "Zero calcule par la methode de dichotomie dans 1’intervalle [", a, ",", b,"] : ", dichotomie(f,a,b,
= to0l,maxITER)

print "Zero calcule par la methode de \textsc{Newton} a partir du point x_0 =",x_init," : ", newton(f,
wx init,tol,maxITER)

gamma = 2

tol = 1.0e-10

x_init = -1.

print "Zero calcule par la methode de \textsc{Newton} a partir du point x_0 =",x_init," : ", newton(f,

wx init,tol,maxITER)

x_init = 1.

print "Zero calcule par la methode de \textsc{Newton} a partir du point x_0 =",x_init," : ", newton(f,
wx init,tol,maxITER)

@Exercice 1.19 Equation d’état d’'un gaz (Python)
Nous voulons déterminer le volume V occupé par un gaz dont la température est T et dont la pression est p. Léquation
d’état (i.e.'équation liant p, V et T) selon le modéle de VAN DER WAALS est donnée par

2
(p+a(g) )(V—Nb) =kNT,

ol a et b sont deux coefficients qui dépendent du gaz considéré, N estle nombre de molécules contenues dans le volume
V et k =1.3806503 x 10723JK~! est la constante de Boltzmann. Nous devons donc résoudre une équation non linéaire
dontlaracine est V.

Pour le dioxyde de carbone CO,, les coefficients a et b prennent les valeurs a = 0.401 Pam? et b = 42.7 x 10-%m3. Trouver
le volume occupé par 1000 molécules de CO, a la température T = 300K et la pression p = 3.5 x 107 Pa par la méthode de
dichotomie, avec une tolérance de 10712,

CORRECTION DE ’EXERCICE 1.19. On doit calculer les zéros de la fonction f(V) = pV+aN?/V —abN3/V?-pNb-kNT,
ou N estle nombre de molécules. On a

* limy_g+ f(V)=—-ocoetlimy_ 1 f(V) =400

* fI(V)=p—-aN?/V?+2abN3/V3=p+aN?*@2bN/V -1)/V?

x f'(V) =0 si et seulement si # V3~V =-2bN donc pour aucun V > 0.
En tracant le graphe de f, on voit que cette fonction n’a qu'un zéro simple dans 'intervalle ]0.01,0.06[ avec f(0.01) <0 et
f(0.06) > 0. On peut calculer ce zéro en utilisant la méthode de dichotomie comme suit :

def £(V):

—a = 0.401
—b = 42.7e-6
——N = 1000.
—T = 300.
== = S.bal

1.3806503e-23
——return pxV+a*xN**2/V-a*xbxN**3/V**2-p*Nxb-k*NxT

— Ik

tol = 1.0e-12

left = 0.01
right = 0.06
print "Zero calcule par la methode de dichotomie dans 1’intervalle [", left, ",", right,"] : ", dichotomie

= (f,left,right,tol,maxITER)
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ce qui donne V =0.0426999999999 m?>.

®Exercice 1.20
Soit A est un nombre positif donné et considérons I'algorithme suivant : étant donné une valeur xy, on calcule
A—x%
Xie+1 = Xg + 7 k=0,1,2,...

1. Montrer que si la suite x; converge, alors sa limite est soit v/A soit —v/A.

2. On considere le cas ou A €]0,4[. Montrer qu'il existe € > 0 tel que, si |xp — V/A| < ¢ alors la suite X} converge vers

VA.

3. Vérifier graphiquement que si xo est proche de —v/A mais différent de —v/A, alors la suite x; ne converge pas vers
-VA.

4, Vérifier que si xo = 1, alors I'algorithme coincide avec la méthode de la corde 2 pour résoudre x> — A= 0.

5. Proposer un algorithme plus efficace pour calculer la racine carrée d’'un nombre positif A.

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.20.

1. Supposons que xj converge vers £. En passant a la limite dans la formule de récurrence on obtient

A2
=0+ 2,
2

c’est-a-dire /2 = A et donc £ = +V/A.
2. La méthode peut s’écrire sous la forme d’'une méthode de point fixe ot la fonction ¢ est définie par

2

2

Qx)=x+

Si A€]0,4[ et £ = /A, puisque ¢'(x) = 1 — x, alors |¢' (£)] = |1 — V/A| < 1 : on peut appliquer le théoréeme d’OSTROWSKI
donc il existe € > 0 tel que, si |xg — V/A| < € alors la suite X} converge vers VA.

3. On a représenté dans la figure ci-dessous le graphe de la fonction ¢ lorsque A = 1/2. Si on choisit xy < —v/A alors
la suite diverge vers —oo; si —V/A < x9 < VA alors la suite converge (de maniére monotone croissante) vers VA;si
VA < xg < 2+ /A alors la suite converge (de maniére monotone croissante aprés la premiére itération) vers v/A; si
xo > 2+ /A alors la suite diverge vers —oo.

y
y=x
VA
.x5..
_\/Z X0 X1 Jié A x.4 2+\/Z
AV VA x
....... x1
-VA
®

4. Soit f la fonction définie par f(x) = x? — A. La méthode de la corde 2 pour résoudre f(x) = 0 s’écrit dans ce cas

x2—A
—]j:,((xk)):xk— ’; . k=0,1,2,....
X0 X0

Xke+1 = Xk

Si on choisit xg = 1, cette méthode s’écrit donc

x2-A
[l S k=0,1,2,....
f(xo) 2

Xk+1 = Xk

Ainsi on conclut que la méthode donnée coincide avec la méthode de la corde 2 pour résoudre x*> — A = 0 lorsque
Xo = 1 comme point de départ.
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5. Si on choisit la méthode de NEWTON pour résoudre f(x) = 0 avec f(x) = x> — A, ona

RAC) — xi—A
fa 5 T2xg

Xie+1 = Xk s k=0,1,2,....

Cette méthode est plus efficace que la précédente car elle converge a ’ordre 2 pour tout xo > 0.

®Exercice 1.21
Soit f: R — Rlafonction définie par f(x) = x3—2. On veut approcher le zéro a de f par laméthode de point fixe suivante :

{xo donné,
(1.2)

Xk+1 = 8w (Xg) pour tout k = 0,

avec g, : R — R la fonction définie par
x)=01 w)x3+(1 )x+2(w 1)+2 weR
8w = 3 3x2’ '

1. Pour quelles valeurs du parametre w la méthode de point fixe (1.2) est-elle consistante (i.e. @ est un point fixe de
8w)?

2. Pour quelles valeurs du parametre w la méthode de point fixe (1.2) est d’ordre 2?2

3. Existe-t-il des valeurs du parametre w pour lesquelles la méthode de point fixe (1.2) est-elle d’ordre 3 ?
CORRECTION DE ’EXERCICE 1.21. Comme « est le zéro de f,ona a® = 2.

1. La méthode de point fixe (1.2) est consistante pour tout w € R car

5 w 2w wa 2w w(a®-2)
=(l-w)a —2)+(1—§)a+—=a——+—=a——=a

(@ =(1-wa’+ (1 - 9)a+2(w—1) 2w
8o 3 3a2 3  3a2 3a2

3a?
2. Laméthode de point fixe (1.2) est au moins d’ordre 2 si g’(a) =0. On a

/ _ 2 0 4o 2 _ 2
Sw@=30-wa"+1---—==31-wa"+1-w=>1-w)Ba"+1)
3 3a
donc la méthode de point fixe (1.2) est au moins d’ordre 2 si w = 1.

3. Pour que la méthode de point fixe (1.2) soit d’ordre 3 il faudrait g’(a) = g”(a) = 0. Puisque g’ (a) = 0 si et seulement si
w=1letg/(a)= ‘;—‘Z # 0, il n’est pas possible d’avoir une convergence d’ordre supérieur a 2.

®Exercice 1.22
On considere le probléeme du calcul de ¢ € [0, 7] tel que £ =1 — i cos(¥).

1. Montrer qu’on peut utiliser la méthode de la dichotomie pour approcher ¢. Que vaut I'approximation de ¢ aprés 3
itérations 2 Quel est I'’erreur maximale qu’on obtient apres 3 itérations ?

k 0 1 2 3
lak, bi] [0, 7]
O z

2. On considere la méthode de point fixe suivante :

{memﬂh 13

Xk+1 = g(xx) pour tout k=0,

avec g: [0, 7] — R la fonction définie par g(x) =1— }lcos(x).
2.1. Ftudier graphiquement la convergence de cette méthode.
2.2. Montrer rigoureusement que la méthode converge pour tout x € [0, ].

2.3. Montrer que l'erreur satisfait I'inégalité |x; — ¢| < ck |xo — £]. Donner une estimation de la constante C et
I'utiliser pour minorer le nombre d’itérations nécessaires pour approcher £ 2 1073 prés.

2.4. Montrer que sion utilise le critere d’arrét |xy.; — x| < € alors | x4 — 4] < ﬁ Quelle valeur de € faut-il choisir
pour approcher £ 2 1073 preés?
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CORRECTION DE I’EXERCICE 1.22.

1. Soit f: [0,7] — R1a fonction définie par f(x) =1- i cos(x) — x. Elle est de classe €, f(0) =3/4>0et f(7m) =5/4—-n <
0, le théoreme des valeurs intermédiaires permet de conclure qu’il existe au moins un ¢ € [0, ] tel que f(¢) = 0. De
plus, comme f'(x) = icos(x) —1 <0, ce zéro est unique. On peut alors utiliser la méthode de la dichotomie pour
approcher ¢ etl'ona

k 0 1 2 3
3
[k, bi] [0,7] [0,3] (5.5 (5%
b4 n 3n 51
Ck 2 1 i To
Lerreur qu'on obtient apres 3 itérations est au plus égale a la largeur de I'intervalle [as; b3], c’est-a-dire inférieure a

b—a _ &
23 T8

2. On considere la méthode de point fixe de fonction d’itération g.

2.1. Ftude graphique de la convergence :

y
T
x gestde classe €°°, g(0) =3/4, g(n) =5/4, g'(x) = isin(x) €
[0,1/4], g est croissante sur [0, ].
* La suite x,, est monotone croissante si xo < ¢ et monotone 5 g
décroissante si xg > £. 3
1
X0 \;sz X1 X0 T X

2.2. g([0,7]) = [3/4,5/4] < [0,7] et |g'(x)| <1/4 < 1:la méthode de point fixe converge vers ¢ pour tout xq € [0, 7].
2.3. Pour tout k € N il existe ¢ compris entre £ et xi tel que |xx—£€| = |g(xx—1)— &) =g (€| xp_1 -4 < 4ik|x0—£| <

4%. Donc, pour approcher ¢ a 1073 pres, il faut prendre le plus petit k € N qui vérifie k > log, (1037) = 5.9, i.e.
k=6.

2.4. PourtoutkeNona |xp—f|—|Xps1 — Xp| < X1 — X+ X — €] = |xp41 — €1 < Clxp.— ¢| avec C =1/4 d’olr

€
X =Xkl = ——.
l—Cl k+1 Kl 1-C

[Xgr1— 1<
Pour que I'erreur soit inférieur 4 1072 il faut alors choisir € < (1 - C)1073.

©Exercice 1.23

On consideére le probleme du calcul de ¢ € [0, ] tel que £ =1+ % sin(¥).
1. Montrer qu’on peut utiliser la méthode de la dichotomie pour approcher ¢. Que vaut 'approximation de ¢ apres 3
itérations?

2. On consideére la méthode de point fixe suivante :

(1.4)

Xo € [0, 7],
Xr+1 = &(xx) pour tout k = 0,

avec g: [0,7] — Rla fonction définie par g(x) =1+ % sin(x).
2.1. Etudier graphiquement la convergence de cette méthode.
2.2. Montrer rigoureusement que la méthode converge pour tout xy € [0, 7].

2.3. Montrer que 'erreur satisfait I'inégalité |x; — ¢| < Cklxo — 7|. Donner une estimation de la constante C et
l'utiliser pour minorer le nombre d’itérations nécessaires pour approcher £ 2 103 prés.

2.4. Montrer que sion utilise le critére d’arrét | x5, — xi| < € alors |xg41 — €| < ﬁ Quelle valeur de € faut-il choisir
pour approcher ¢ a 1073 pres? (Rappel:|la—cl—|c—bl<la—b|<|a—c|+|c— bl pourtouta,b,ceR)

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.23.

1. Soit f: [0,7] — R1a fonction définie par f(x) =1+ % sin(x) — x. Elle est de classe €, f(0)=1>0et f(m)=1-m<0,le
théoréeme des valeurs intermédiaires permet de conclure qu’il existe au moins un ¢ € [0, ] tel que f(¢) = 0. De plus,
comme f'(x) = % cos(x)—1 <0, ce zéro est unique. On peut alors utiliser la méthode de la dichotomie pour approcher

letlona

© G. FAccANONI 45



1. Résolution d'équations non linéaires Jeudi 27 aoiit 2015

lak, bl [0,7] [0,%] [Z,2] [32,7]
¢ T T 3z n
£ 2 4 8 16

2. On considére la méthode de point fixe de fonction d’itération g.

2.1. Etude graphique de la convergence :

y
T
g est de classe €, g(0) = gr) = 1, g'(x) = %cos(x) € s
[-1/2,1/2], g est croissante sur [0, %], décroissante sur [%,n] 2 /,7’
etg(m/2)=3/2<m 1 T 8
X.O x‘l )‘.2 T X
T
2

2.2. g([0,7]) =[1,3/2] < [0,7] et |g'(x)| < 1/2 < 1 :1a méthode de point fixe converge pour tout xg € [0, 77].
2.3. Pour tout k € N il existe ¢, compris entre £ et x; tel que |x;—£| = |g(xr_1)— &) = 18" (€l xp_1 4] < #Ixo—él <

%. Donc, pour approcher ¢ & 1073 pres, il faut prendre le plus petit k € N qui vérifie k > log, (10%71) =~ 11.7, i.e.
k=12.

2.4. PourtoutkeNona [|xp— €| —|Xpr1 — Xkl < |Xps1 — X+ X — €] = X351 — ¢ < Clx — £] d’ ol

€
[Xps1 — Xkl < ——.

Xpe1 =l <
|k+1 | 1-C 1-C

Pour que I'erreur soit inférieur a 1072 il faut alors choisir £ < (1 — C) x 1073,

®Exercice 1.24
Le but de cet exercice est de calculer la racine cubique d'un nombre positif a. Soit g la fonction définie sur R} par

2 1
g(x)=§x+§xi2 (a >0 fixé).

1. Fairel’étude complete de la fonction g.
2. Comparer g al'identité.
3. Soit la suite (x;) ,eny définie par
Xni1=8Xn), X0 >0.

ATaide des graphe de g et de I'identité sur R*, dessiner la suite (x,),en sur I'axe des abscisses. Observer graphi-
quement la convergence.

4. Justifier mathématiquement la convergence observée graphiquement. En particulier, montrer que cette suite est
décroissante a partir du rang 1.

5. Calculer 'ordre de convergence de la suite.
6. Ecrire 'algorithme défini par la suite (x,) ,en qui permet de déterminer /a a une précision de 1075.

7. Expliciter la méthode de NEWTON pour la recherche du zéro de la fonction f définie par f(x) = x> — a. Que
remarque-t-on?

CORRECTION DE ’EXERCICE 1.24.

1. Etude de la fonction g: R* — R définie par g(x) = %x +
* g(x) >0 pour tout x € R ;
* lim g(x) = lim g(x) = +oo;
x—0+ X—+00

2

lim % et xlirllmg(x) - %x =0donc y = £x est un asymptote etl'on a g(x) > %x pour tout x > 0;

X—+00
g=3(1-4);

g est croissante sur [/a, +ool, décroissante sur [0, {/al ;
X = ¢/a est un minimum absolu et g(¢/a) = Va,

g'x) = i—ff >0: g est convexe sur R} .

g _
@

R S S
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y y
i(x) i(x)
§(x) 8(x)
= §x .
Va| - Va|- -
|
| N :
l Ny X
Va x Va x
(a) Graphe de g comparé au graphe de i(x) = x. (b) Etude graphique de la convergence de la mé-
thode de point fixe.
FIGURE 1.4.: Exercice 1.24
X 0 va +00
g'(x) - +
+00 +00
va

2. Graphe de g comparé au graphe de i(x) = x : voir la figure 1.4a. On vérifie analytiquement qu’il existe une et une
seule intersection entre la courbe d’équation y = g(x) et la droite d’équation y = x :

2 la 3
g)=x = =-x+-—=x << x =a.
3 3 x

3. Etude graphique de la convergence de la méthode de point fixe : voir la figure 1.4a.
4. On en déduit que pour tout x >0 on a g(x) = ¥/a. Donc, pour tout k > 0, x; = g(x;_1) = V/a. Vérifions les hypothéses
du théoréme de point fixe qui fournit une condition suffisante de convergence de la suite :

4.1. pour tout x dans [{/a, +oo[ on a g(x) > ¢/a donc g([¥/a, +ool) < [¥/a,+ool (i.e. 'intervalle {/a, +ool est stable) ;
4.2. ge €1 ([¥a,+ool);

4.3. pour tout x dans [¥/a,+oco[ on a

|g’(x)|=‘§(1—x%) <1

donc g est contractante.

Alors la méthode converge vers X point fixe de g. De plus, pour tout xg € [{/a,+oolonaX=g(X) < X=a:la

méthode permet donc de calculer de fagon itérative la racine cubique de a.
5. Etant donné que

g®=0, g'®= ZA—Z #0
X

la méthode de point fixe converge a ’ordre 2.
6. Algorithme de point fixe :

Require: xp >0

while |x;4; — x;| > 107% do
Xjer1 — 8(xg)

end while

Quelques remarques a propos du critére d’arrét basé sur le controle de I'incrément. Les itérations s’acheévent des que
|xr+1— Xkl < €; on se demande si cela garantit-t-il que I’erreur absolue ey, est elle aussi inférieur a €. Lerreur absolue
al’itération (k + 1) peut étre évaluée par un développement de Taylor au premier ordre

er+1 =18(X) — g(xp) = 18" (zr)exl
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avec zj compris entre X et x;. Donc
|Xk+1 — Xe| = legs1 —exl =18 (z1) — lleg = 18/ (X) — 1leg.
Puisque g'(X) =0, on a bien | x4 — x| = €.
7. Laméthode de NEWTON est une méthode de point fixe avec g(x) = x — % Ici elle s’écrit

3
fxp) X,—a 1 a 2 a
- =X =Xp— =X+ —5 = =X+ —=
f'(xx) k 3xi k 3 k 3xi 3 k Sxi

Xke+1 = Xk

autrement dit la méthode de point fixe assignée est la méthode de NEWTON (qu’on sait étre d’ordre de convergence
égale a 2 lorsque la racine est simple).

L Exercice 1.25

On veut résoudre 'équation e™* = xavec0 < a < 1.
1. Vérifier que cette équation admet une unique solution, notée ¢,, dans R.

2. Soit g: R — R la fonction définie par g(x) = e~**. On définit la suite récurrente

lt()ER (1.5)
Up+1 = §(Un). '

On veut montrer que u, converge vers ¢,. Pour cela, comparer d’abord le graphe de g a l'identité et observer
graphiquement la convergence, ensuite justifier mathématiquement la convergence observée graphiquement.

3. Ecrire la méthode de NEWTON pour résoudre 'équation e™** = x avec 0 < a < 1. Parmi la méthode de NEWTON et
la méthode de point fixe (1.5), laquelle faut-il préférer vis-a-vis de la vitesse de convergence ?

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.25.

48

1. Deux méthodes (équivalentes) possibles :
Méthode 1: La fonction g: x — e est continue monotone décroissante, limy,_. o, e~ %" = +oo et limy_. oo e~ ** =
0; par conséquente elle intersecte la droite d’équation y = x une et une seule fois. Notons ce point ¢.
Comme la fonction x — e~ %" est positive pour tout x € R tandis que la fonction x — x est positive si
et seulement si x > 0, on en déduit que ¢, > 0. De plus, comme g(1) = e~ < 1, on peut conclure que
lq€]0; 1.

—ax ax

Méthode 2: Lafonction f: x — e~ %*—x est continue monotone décroissante, limy_._o, e~ **—x = +oo etlimy_. .o, ™% —

Xx = —oo; par le théoréme des valeurs intermédiaires on conclut qu’il existe un et un seul ¢, € R tel
que f(£4) =0. Comme f(0) > 0, on peut appliquer a nouveau le théoreme des valeurs intermédiaires
a l'intervalle [0;00[ et en déduire que ¢, > 0. De plus, comme f(1) < e 1-1<0,0n peut conclure que
lq€]0; 1.

2. Le graphe de la fonction g est celui en figure 1.25. On en déduit que

* la suite (u,), converge pour tout uy € R;

* g(R) =]0;+oo[ et g(]0; +oo[) =]0; 1] ainsi u; €]0; +ool et u, €]0;1[ pour tout n > 1;

* la convergence n’est pas monotone : la sous-suite des termes d’indice pair est monotone croissante tandis que
la sous-suite des termes d’indice impair est monotone décroissante (ce qui veut dire d'une part qu’on ne pourra
pas utiliser les théoréemes du type «<monotone+bornée=convergente» pour prouver la convergence, d’autre part
on voit aussi que ni 'intervalle [¢; +oo[ ni I'intervalle [0; £,] sont stables) ;

* |g'(x)| n’est pas bornée pour tout x € R (croissance exponentielle 8 —co). Plus particulierement, |g’(x)| < 1 ssi
e > q ssi x> In(a)/a. Comme 0 < a < 1, on conclut que |g’(x)| < 1 pour tout x = 0.

Cette étude préliminaire suggere d’utiliser le théoréme de point fixe dans 'intervalle ]0; +oo[. On a

* gE€E€(0;+00[),

* g(10; +o0]) <]0; +o0l,

x |g'(x)| <1 pour tout x €]0; +o0],

on peut alors utiliser le théoreme de point fixe pour conclure que la suite (u,),en converge vers £, pour tout 1y €
10; +o0o[. Comme g(x) €]0; +oo[ pour tout x € R, alors u;, €]0; +oo[ pour tout n € N*, on peut donc conclure que la suite
(un) nen converge vers ¢, pour tout uy € R.

3. Soit f(x) = e”** —x. La méthode de NEWTON (qui s’applique a f et non a g) définit la suite récurrente

up R
e (1.6)

Up+1 = Un— “qe ®un_1-*

La méthode de point fixe (1.5) n’est que d’ordre 1 car g'(¢,) # 0 tandis que la méthode de NEWTON, qui est encore
une méthode de point fixe, est d’ordre 2 (car « est un zéro simple).
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y i(x) y i(x)

o> >
| |
l g(x) x x I x x g(x)
X 0 2 3 1 X
ly 1 lq
(a) Graphe de g comparé au graphe de i(x) = x. (b) Etude graphique de la convergence de la méthode de point
fixe.
FIGURE 1.5.: Exercice 1.25
®Exercice 1.26

Soit f une application de R dans R définie par f(x) = exp(x?) —4x2. On se propose de trouver les racines réelles de f.
1. Situer les 4 racines de f (i.e. indiquer 4 intervalles disjoints qui contiennent chacun une et une seule racine).
2. Montrer qu’il y a une racine X comprise entre 0 et 1.
3. Soitla méthode de point fixe
Xk+1 = P(xg),
k1 = P(xk) 1.7)
X0 €10,11,
v exp(x?)

avec ¢ l'application de R dans R définie par ¢(x) = >

préciser I'ordre de convergence.

. Examiner la convergence de cette méthode et en

4. Ecrire laméthode de NEWTON pour la recherche des zéros de la fonction f.

5. Entre la méthode de NEWTON et la méthode de point fixe (1.7), quelle est la plus efficace ? Justifier la réponse.

CORRECTION DE ’EXERCICE 1.26. On cherche les zéros de la fonction f(x) = exp(x?) — 4x2.
1. Onremarque que f(—x) = f(x) : la fonction est paire. On fait donc une breve étude sur [0, +oo[ :
* fO)=1let lim f(x)=+oo,
x fl(x)=0pour x=0et x=+VIndetona f(0)=1et f(vVInd) =4(1 —1n4) <0; f est croissante pour x > vIn4 et
décroissante pour 0 < x < VIn4.
On a
une racine dans l'intervalle | — oo, —vIn4],
une racine dans l'intervalle ] — vIn4,0[,

une racine dans l'intervalle ]0, VIn4[,
* une racine dans l'intervalle ] vVIn4, ool.

* o %

Voir la figure 1.6a pour le graphe de f sur R.

2. Puisque f(0) =1>0et f(1) = e—4 <0, pour le théoréme des valeurs intermédiaires il existe au moins un x € 10, 1] tel
que f(X) = 0. Puisque f’(x) = 2xexp(x2) -8x= 2x(exp(x2) -2%) <2x(e-4)<0 pour tout x € ]0,1[, ce X est unique.
Voir la figure 1.6b.

3. Etude de la convergence de la méthode (1.7) :

3.1. pourtout x dans]0,1[on a
/ 2
0< exp(x’) <\/?<1
4 4
xv/exp(x?) ‘ B
5 =

donc ¢: 10,1[—]0,1[;
3.2. p€€1(10,1D;
3.3. pour tout x dans]0,1[on a

I ()] = |xp(0)] < Ixl <1

donc ¢ est contractante.
Alors la méthode (1.7) converge vers X point fixe de ¢. De plus, pour tout X € ]0, 11,

T=P(X) = 23 =1/exp(32) < 4% =exp(X?) <= f(X) =0;
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y y
fx f)
L :

Vind 0 1
X T\ X

!

!

|

:

4(1-1n4)
(a) Graphe de f(x) = exp(x?) — 4x2. (b) Zoom.

FIGURE 1.6.: Exercice 1.26
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FIGURE 1.7.: Exercice 1.26 : convergence de la méthode de point fixe.

donc X, point fixe de ¢, est un zéro de f.
Etant donné que

¢'(®) = TPp(R) =* #0,
la méthode de point fixe (1.7) converge seulement a I'ordre 1.

fx)

iR Ici donc elle s’écrit

4. Laméthode de NEWTON est une méthode de point fixe avec ¢p(x) = x —

) _ exp(xy) — 4x7 exp(x7) —4x7

X = X7 — =X — =Xk S oo
TR T P T 2neexp(d) —8xe ¢ 2xi(exp(d)—4)

5. Puisque X est une racine simple de f, la méthode de NEWTON converge a I'ordre 2 tandis que la méthode de point
fixe (1.7) converge seulement a 'ordre 1 : la méthode de NEWTON est donc plus efficace.

®Exercice 1.27

On cherche a évaluer /5 a l'aide d’un algorithme n’autorisant que les opérations élémentaires. Soit (x,) ey la suite
définie par récurrence

Xg=1,
_ 10x,
Xn+l1 = m VneN.

n
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y i(x) y i(x)
Vo |- -
|
|
51 _______ I
3 /1 |
g8, ‘ g(x)
S l
/ |
/ | |
/ | |
/ | |
J/ I I
l l : L
1 1 . . :
1 V5 X x0 aox X
(a) Graphe de g comparé au graphe de i(x) = x. (b) Etude graphique de la convergence de la

méthode de point fixe xj., | = g(xg).

FIGURE 1.8.: Exercice 1.27

. Montrer que si la suite converge, alors elle converge vers 0 ou v/5.

10x

25 Etudier g et la comparer a l'identité.

1

2. Soit la fonction g définie sur [1; /5] par g(x) =

3. Montrer que la suite (x,,) ,en est croissante et majorée par /5. Conclure.
4

. Déterminer 'ordre de convergence de cette suite.

CORRECTION DE ’EXERCICE 1.27.

l.

1. Supposons qu'’il existe £ € R tel que x, —
—+00

x Par définition de convergence ona ¢ = 512(1[5 et par conséquent £ € {—v/5,0,v/5}.
% On prouve par récurrence que
* si xg =0 alors x,, =0 pour tout n € Ndonc ¢ =0,
* si xg > 0 alors x;, >0 pour tout n € Ndonc ¢ =0,
* sixp <0 alors x, <0 pour tout n € Ndonc ¢ < 0.
Comme xq = 1 >0, alors x,, > 0 pour tout n € Net £ € {0,V5}.

10x
X2+5°

2. Soit la fonction g définie sur [1; V5] par g(x) = On étudie la fonction g :

* g(x) >0 pour tout x € [1;V/5];
g =32, g(V5) =V5;
* g’(x)z—loﬁ'

(x2+45)2
* g estcroissante sur [1; V5[ et g’(\/g) =0.
Graphe de g comparé au graphe de i(x) = x : voir la figure 1.8a. On vérifie analytiquement qu’il existe une et une

seule intersection entre la courbe d’équation y = g(x) et la droite d’équation y = x dans [1;/5] :

*

10x
=x
x2+5

gx)=x <= — x’=5.

. Ona g(x) € [5/3;+/5] pour tout x € [1;1/5] et on a vu au point précédent que g est croissante et g(v/5) = /5.

De plus, g(x) = x car
10x 10x

= = =X
¥2+5 (5)2+5
par conséquent la suite xj;1 = g(xx) = xj est croissante.

Comme g(x) < (v/5) = v/5 alors la suite Xe+1 = 8lxp) < /5 est bornée. On a ainsi une suite croissante et borné, ce qui
implique qu’elle converge. Comme au premier point on a montré que si elle converge vers ¢ alors £ € {0,v/5}, on
conclut que x;, /5. Pour I'étude graphique de la convergence de la méthode de point fixe voir la figure 1.8b.

gx)

n—+o0
Dans ce cas, on ne peut pas utiliser le théoréme de point fixe pour prouver la convergence de la suite sur 'intervalle
[1;V/5]. En effet

* g estaumoins de classe €' ([1;v/5])

*« g([1;v/5]) = [5/3; V5] < [1;V5]

* mais 0 < g'(x) <1ssixe[vV-10+5v5;v/5] (etona v/ —10+55>1).
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En revanche, on peut utiliser le théoréme de point fixe pour prouver la convergence de la suite sur l'intervalle [5/3; v/5]
car

x g estaumoins de classe € ([5/3;V/5])

* g([5/3;V/5]) < [5/3; V5]

* 0<g'(x) <1pourtout x € [5/3;/5].

4. Comme g’(\/g) =0et g”(\/g) # 0, laméthode de point fixe associée a la fonction d’itération g est d’ordre 2.

®Exercice 1.28

Lobjectif de cet exercice est de déterminer le zéro d’'une fonction & 2(R,R) vérifiant —2 < f'(x) < —1 sur R. On définit la
suite {x,},en de R par la récurrence suivante

Xn+1 = 8(Xn) = Xp + a f(xn),
ou a >0 et xg € R sont donnés.
1. Montrer que xlirzlmf(x) = +oo et xEerf(x) = —oo0.
2. En déduire qu'il existe un unique ¢ élément de R tel que f(¢) = 0.

3. Montrer que si 0 < a < 1, la fonction g définie par g(x) = x + a f (x) vérifie
-1<1-2a<g'(x)<l-a<1l surkR.

En déduire la convergence de la suite {x,},en 510 < a < 1 pour tout xp € R.
La suite converge-t-elle pour a = —ﬁ ?

Donner 'ordre de convergence de la suite {x,},cn pour 0 < a < 1 en distinguant le cas a = ﬁ.

1
iG]

On choisit alors d’approcher a = — ]% para, = —ﬁ etla suite {x,},en est définie par

Peut-on choisir a = — d’un point de vue pratique ?

S A

Xn+1 = 8(xXp) = xp+ anf(xn).

Quel est le nom de cette méthode itérative ? Montrer que la suite {x,},en converge quel que soit xg € R.

CORRECTION DE L'EXERCICE 1.28.
1. Puisque f est de classe €2(R,R) et f'(x) < 0 sur R alors f est monotone décroissante.
De plus, puisque —2 < f’(x) < —1 sur R, on obtient :
* six>0alors f(x) = f; f/(x)dx+ f(0) < [y —1dx+ f(0) =—x+ f(0) —
—+00
* six<O0alors f(x) = [y f/(x) dx+ f(0) = —f)?f’(x) dx+ f(0) > —f)?_z dx+ f(0) =-2x+ f(0)
donc

—0Q,

+00.
X——00

lim f(x)=+ lim f(x)=—oo0.
x—’—oof( ) *© X—>+00f( ) o0
NB : seul la condition f’(x) < —1 permet de conclure car une fonction peut étre monotone décroissante mais avoir
une limite finie!
2. Puisque lim f(x)=+oco>0et lirP f(x) = —00 <0, pour le théoreme des valeurs intermédiaires il existe au moins
X——00 X—+00

un ¢ € R tel que f(¢) = 0. Puisque f'(x) < 0 pour tout x € R, ce ¢ est unique.

3. Considérons la fonction g définie par g(x) = x + a f(x) alors g est de classe C2R,R) et
g =1+af'(x) surR.
Puisque f'(x)<-letO<a<lona
go<l-a<l1 sur R

et puisque f'(x) >—-2et0< a <1 alors
gx)>1-2a>-1 surR.

Autrement dit
lg'(x)]<1 sur R.

4. Soit 0 < a < 1. On étudie la suite
Xp+1 = 8(xp)

et on va vérifier qu’il s’agit d'une méthode de point fixe pour le calcul du zéro ¢ de f.
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4.1. Onvérifie d’abord que, sila suite converge vers un point fixe de g, ce point est bien un zéro de f (icile réciproque
est vrai aussi) : soit £ € R, alors

l=gl0) = l(=l+afll) = 0=af¥) <= [f()=0;

4.2. vérifions maintenant que la suite converge vers un point fixe de g (et donc, grace a ce qu’'on a vu au point
précédant, elle converge vers 'unique zéro de f) :
4.2.1. onaévidemmentque g: R —R;
4.2.2. ona déjaremarqué que g € ¢ (R,R);
4.2.3. pour tout x dans R on a prouvé que |g’'(x)| < 1, i.e. que g est contractante.
Alors la suite x,4+1 = g(x;) converge vers ¢ point fixe de g et zéro de f.

5. Sia:—ﬁ alors
f(xn)
flo’

qui converge car —2 < f'(£) < —1 ssi % <a<letdonconrentredanslecasde0<a<1.

Xn+1 = 8(Xp) = x5 —

6. Etant donné que
gW)=1+af'(0)

x la méthode de point fixe converge a 'ordre 2 si a f'(¢) = -1,
x la méthode de point fixe converge a l'ordre 1 si —2 < a f'(¢) < 0 mais a f'(¢) # -1,
x la méthode de point fixe ne converge pas si a f'(¢) < -2 ou af'(£) > 0.

Etant donné que —2 < f’(£) < —1 et que 0 < a < 1 on peut conclure que
» la méthode de point fixe converge a 'ordre 2 si a = —ﬁ,
* la méthode de point fixe converge al'ordre 1 si a # —ﬁ.

7. D’un point de vue pratique on ne peut pas choisir @ = —ﬁ car on ne connait pas /.

8. Sion choisit d’approcher a = - ﬁ para,=-— % et on considere la suite {x,},en définie par

Xn+1 = 8(xp) = xp+ anf(xy),

on obtient la méthode de NEWTON (qui est d’ordre 2).
De plus, comme -2 < f’(x) < —1 on rentre dans le cas 0 < a < 1 donc la suite {x,} ,en converge quel que soit xg € R.

®Exercice 1.29
Lobjectif de cet exercice est de déterminer le zéro d’une fonction f € €2 (R, R) vérifiant 1 < f’(x) < 2 sur R. On définit la
suite {x,}en de R par la récurrence suivante
Xn+1 = 8(xp),
ol a >0 et xp € Rsont donnés et la fonction g: R — R est définie par g(x) = x — a f(x).
1. Montrer que xlirzlw f(x) =—o0, xl—i>IPoo f(x) = +o0 et en déduire qu’il existe un unique ¢ € R tel que f(¢) = 0.

2. Montrer que si 0 < a < 1, la fonction g vérifie |g’(x)| < 1 sur R. En déduire la convergence de la suite {x,},en pour
tout a €]0; 1[ quel que soit xp € R.

3. Donner I'ordre de convergence de la suite {x,},en en fonction de a €]0; 1[.

4. Comme d'un point de vue pratique on ne peut pas choisir @ = ﬁ, onval’approcher par a, = ﬁ et on obtient

la suite {x,;} ,en définie par
Xp+1 = Xn — n f(Xn).

Quel est le nom de cette méthode itérative ? Montrer que la suite {x,},cn converge quel que soit xp € R.

CORRECTION DE I’EXERCICE 1.29.

1. Puisque f est de classe €%(R,R) et f'(x) > 0 sur R alors f est monotone croissante.
De plus, puisque 1 < f’(x) <2, on obtient :
* six>0alors f(x) = [ f'(x) dx > f5" 1 dx=x —
—+00

* six<0a10rsf(x)=f0xf’(x)dx=—f)?f’(x)dx<—ff2dx:2x—>—oo.

X——00

+00,

donc
xl—l»IPoof(x) T x1—1>r-+r—loof(X) = oo
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NB : seul la condition 1 < f’(x) < 2 permet de conclure car une fonction peut étre monotone croissante mais avoir
une limite finie!

Puisque lim f(x) =—-oco<0et lirP f(x) = +00 > 0, pour le théoreme des valeurs intermédiaires il existe au moins
X——00 X—+00

un / € R tel que f(¢) = 0. Puisque f'(x) > 0 pour tout x € R, ce ¢ est unique.

. gestdeclasse €%(R,R). Puisque 1 < f'(x) <2et0<a<lona

-l1<1-2a<g'@=1-af'x)<l-a<l1

Autrement dit
lg'(x) <1  surR.

On étudie alors la suite
Xp+1 = 8(xn)

et on va vérifier qu’il s’agit d'une méthode de point fixe pour le calcul du zéro ¢ de f.

2.1. On vérifie d’abord que, sila suite converge vers un point fixe de g, ce point est bien un zéro de f (icile réciproque
est vrai aussi) : soit £ € R, alors

(=g(l) = C=0-af(t) = 0=af(t) & f)=0;

2.2. vérifions maintenant que la suite converge vers un point fixe de g (et donc, grace a ce qu'on a vu au point
précédant, elle converge vers I'unique zéro de f): g € LR, R) et pour tout x dans R on a prouvé que |g'(x)| <1,
i.e. g est contractante, alors la suite x,4+; = g(x;) converge vers ¢ point fixe de g et zéro de f.

. Etant donné que

g =1-af' 0
avec0< f'(¢) <2 et0< a <1, on peut conclure que

x la méthode de point fixe converge a 'ordre 2 si a = %,

» la méthode de point fixe converge a 'ordre 1 si a # ﬁ.

. D’un point de vue pratique on ne peut pas choisir a = ﬁ car on ne connait pas ¢. Si on choisit d’approcher a = %

par a;, = ﬁ et on considere la suite {x,},en définie par

Xp+1 = Xn— an f(Xp),

on obtient la méthode de NEWTON (qui est d’ordre 2).
De plus, comme 1 < f’(x) <2 alors 0 < a, < 1 donc la suite {x,},en converge quel que soit xg € R.

L Exercice 1.30
Soit g la fonction définie sur R} par

2x3+4x2+10

g0 = 3x2 +8x

1. Fairel’étude compléte de la fonction g. (On admettra que x> +4x>—10 = 0 admet comme unique solution m = 1,36

etque g(m) =m.)

2. Comparer g al'identité.

3. Soit la suite (x;) ,eny définie par

Xn+1 = 8(Xn), X > 0.

ATaide des graphe de g et de I'identité sur R*, dessiner la suite (x,),en sur 'axe des abscisses. Observer graphi-
quement la convergence. En particulier, montrer que cette suite est décroissante a partir du rang 1.

4. Expliciter (sans la vérifier) la condition nécessaire pour la convergence observée graphiquement.
5. Ecrire 'algorithme défini par la suite (x,),en qui permet de déterminer le point fixe & une précision de &.

6. Expliciter la méthode de NEWTON pour la recherche du zéro de la fonction f définie par f(x) = x% + 4x%> — 10. Que

remarque-t-on?

7. Donner I'ordre de convergence de la suite.
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y
i(x) i(x)
gx) g
_2 4
y=3%"3
X x.o x.4 x.3 x.z xll X
(a) Graphe de g comparé au graphe de i. (b) Etude graphique de la convergence de la méthode de point
fixe.
FIGURE 1.9.

CORRECTION DE L’EXERCICE 1.30.

1.

- . " P 34442
Etude de la fonction g: R} — R définie par g(x) = % :
* g(x) >0 pour tout x € R} ;

« Jim )= lim )=

im 8% _2 i —2y—_4 —2,_4 .
xl_lg})g =5 et xl_l’Igog(x) 5X =—3 donc y = $x— g5 est un asymptote;

10 — 2Bx+4) (3 +4x2-10) |

* g = x%(3x+8)? ’

*

g est croissante sur [m, +ool, décroissante sur [0, m] ou m = 1,36;
* X = m estun minimum absolu et g(m) = m.

X 0 m +00
g'(x) - +
+00 +00o
8t \\\\\\\\,n///////)

. Graphe de g comparé au graphe de i(x) = x : voir la figure 1.9a. On vérifie analytiquement qu’il existe une et une

seule intersection entre la courbe d’équation y = g(x) et la droite d’équation y = x :

2 +4x*+10

gx)=x <= 328 =x <= xX+4x’-10=0 = x=m < fx)=0.
X X

3. Pour!'étude graphique de la convergence de la méthode de point fixe voir la figure 1.9b.

4. On en déduit que pour tout x >0 on a g(x) = m. Donc, pour tout k > 0, x; = g(xx—1) = m. Pour étudier la convergence

de la méthode vérifions si on peut appliquer le théoreme de point fixe :
4.1. pour tout x dans [m, +oo[ on a g(x) > m donc g([m, +oo[) < [m, +ool;
4.2. ge € (Im,+ool);

2 _
4.3. pour tout x dans [m, +o0ol, 0na|g’(x)|= 62780 -g(0) (6x+8)

3x2+8x
Si les conditions précédentes sont vérifiées alors la méthode converge vers m point fixe de g. De plus, pour tout a €
[m,+oo[: a=g(a) <= a=m doncle point fixe de g est racine de f.

<1 alors g est contractante.

Algorithme de point fixe :
Require: xp >0, g: x— g(x)
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while |x;. 1 — x| > e do
Xir1 < 8(xk)

k—k+1
end while
6. La méthode de NEWTON est une méthode de point fixe avec g(x) = x — % Ici donc elle s’écrit
fo) X} +4x2-10

Xk+1 = Xk =g(xp)

- R . S—
f(xx) 3x% +8x
autrement dit la méthode de point fixe assignée est la méthode de NEWTON.

7. Etant donné que la méthode de point fixe donnée est la méthode de NEWTON et que la racine m de f est simple, elle
converge a l'ordre 2.

Quelques remarques a propos du critere d'arrét basé sur le controle de l'incrément. Les itérations s’achévent des que |xy41 —
Xr| < €; on se demande si cela garantit-t-il que 'erreur absolue ey est elle aussi inférieur a €. Lerreur absolue a I'itération
(k + 1) peut étre évaluée par un développement de TAYLOR au premier ordre

err1 =18(X) — gxp)l = 1g' (zp)el

avec zj compris entre m et x;. Donc

|Xk11 — Xk| = lexs1 —exl = 18 (z) — Lleg = 18" (m) — 1]ey.

Puisque g'(x) = Z%f(x), alors g’'(m) = 0 donc on a bien |xg — x| = €.

L Exercice 1.31

On se propose de calculer </§ en trouvant les racines réelles de 'application f de R dans R définie par f(x) = x* - %
1. Situer les 2 racines de f (i.e. indiquer 2 intervalles disjoints qui contiennent chacun une et une seule racine). En
particulier, montrer qu’il y a une racine X comprise entre 0 et 1.
2. Soit g la fonction définie sur [0; 1] par
_ x(9x*+5)
S 36x4+ D)

2.1. Fairel’étude compléte de la fonction g et la comparer a I'identité.

g(x)

2.2. Soit la suite (x;) ,en définie par
Xn+1=8(Xn), X0 €]0;1[.

A l'aide des graphe de g et de l'identité sur [0;1], dessiner la suite (x;),en sur 'axe des abscisses. Observer
graphiquement la convergence.

2.3. Justifier mathématiquement la convergence observée graphiquement.

2.4. Calculer I'ordre de convergence de la suite.

2.5. Ecrire 'algorithme défini par la suite (x,) ,eny qui permet de déterminer {/g a une précision de €.
3. Expliciter la méthode de NEWTON pour la recherche du zéro de la fonction f.

4. Entre la méthode de NEWTON et la méthode de point fixe x;.; = g(xx), quelle est la plus efficace ? Justifier la
réponse.

CORRECTION DE ’EXERCICE 1.31.

1. f est paire; comme f'(x) = 4x°, f est croissante pour x > 0 et décroissante pour x < 0; puisque f(0) <0 et f(=1) =
f(1) >0, on conclut que il n'y a que deux racines réelles distinctes : X €]0;1[ et —X €] — 1;0[.

x(9x1+5)

365x1+1)

21. % g(x)=0pourtoutx=0etg(x)=0ssix=0;

2
5(225;);6:‘;;” = g (gﬁ:j) donc g’(x) = 0 pour tout x €]0; 1[ et g’(x) =0 ssi x = {‘/g De plus, g ({‘/g) =

2. On étudie la fonction g(x) = pour x = 0.

* g'(x) =

4/1

3
Moy — 103x4-1 323 _ /20 32x%  _ 320x33x1-1) Mgy — s _ 4/l
» Enfin, g"(x) = 3 27 Gz~ V38 (x) G = GArDS donc g"(x) =0ssix=00ux= /3, gest

concave pour x € ]0; {‘/g , convexe pour x > {‘/g
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y y
i(x) 8(x) 8(x)
_3
afl | ; y=35x afl | ;
3 I l 3 !
| | |
| |
| | |
| | |
| | |
: : AN : :
4/1 1 X Xp X1 X2 x3 ., 1 1 X
3 3
(a) Graphe de g comparé au graphe de i. (b) Etude graphique de la convergence de la méthode de point fixe.
FIGURE 1.10.
* Pour le graphe de g comparé au graphe de i(x) = x pour x € [0; 1] voir la figure 1.10a.
* On vérifie analytiquement qu'il existe une et une seule intersection entre la courbe d’équation y = g(x) et
la droite d’équation y = x :
xX)=x << *(9x+5) =x <= 9x*'+5=36x"+1) = «x'= ! = fx)=0
s = 360 +1) - °3 e
2.2. Pour’étude graphique de la convergence de la méthode de point fixe voir la figure 1.10b.
2.3. Ftudions la convergence de la méthode. On remarque que
Xks1 | 9Xp+5 Wi
—— = >l e=x<y/3
Xk 35x;+1) 3
donc la suite récurrente
frelo
Xi+1 = 8(x)
est monotone croissante et majorée par (‘/g : elle est donc convergente vers ¢ < {‘/g .Comme ¢ = g(¢) ssi ¢ =
{/g , on conclut qu’elle converge vers (‘/g . De méme, la suite récurrente
foc ¥4
X1 = 8(Xk)
est monotone décroissante et minoré par {/g : elle est donc convergente vers £ < {‘/g Comme ¢ = g(¢) ssi
=4 %, on conclut qu’elle converge vers {‘/g .
Par conséquent, quelque soit le point initiale, la méthode de point fixe donnée converge vers {‘/g point fixe de
g (etracine de f).
Soulignons qu’on ne peut pas utiliser le théoréme de point fixe pour prouver la convergence de la méthode car
g n'est pas contractante sur [0; 1]. En effet, dans [0;1] on a
/ / 4_1y2 4,192 8 4 4 16
g (X)]<]l <= g(x)<1 <= 5@Bx" -1)"<3Bx" +1)" <= 15x"+30x"-1>0 < x >-1+ Ee]o;l[.
. ~_ o4/l Sy s ey ey sy _ ~22558-22%%+1 _ 15V3 .
2.4. Sion pose X = /3 alors g(X) = X, g'(X) =0, g"(X) = 0 et g""(X) = —320%° ===~ = =5 : on conclut que la

GEI+D?
suite converge a l'ordre 3.

2.5. Algorithme de point fixe :

Require: xp >0, g: x— g(x)
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while |x;, 1 — xx| > e do
Xp+1 — 8(xg)
k—k+1

end while

3. Entre la méthode de NEWTON et la méthode de point fixe x;.; = g(xx), la plus efficace est la méthode de point fixe
Xr+1 = g(xg) car elle est d’ordre 3 tandis que celle de NEWTON n’est que d’ordre 2.

®Exercice 1.32 (Python)
Comparer les méthodes de la dichotomie, de LAGRANGE et de NEWTON pour approcherlaracine X = 0.5149332646611294
de la fonction f(x) = cos?(2x) — x2 sur l'intervalle 10, 1.5[ avec une précision de 10716, Pour la méthode de NEWTON on
prendra xo = 0.75.

CORRECTION DE ’EXERCICE 1.32. On modifie les fonctions données a la page 24 pour que les méthodes s’arrétent lorsque
le nombre d’itérations est égal a maxITER:

import math, sys

def dichotomie(f,a,b,tol,maxITER):

——fa = f(a)

——1if abs(fa)<=tol:

————return a

—£b = £(b)

——if abs(fb)<=tol:

————return b

——if faxfb > 0.0:

————print "La racine n’est pas encadree"
—— ——sys.exit(0)

——n = int(math.ceil(math.log(abs(b-a)/tol)/math.log(2.0)))
——for k in range(min(n+1,maxITER)):
————c = (atb)*0.5

——fc = f(c)

———if fc == 0.0:

——————return ¢

———if fc*xfb < 0.0:

—————fb = fc

——return (a+b)*0.5

def lagrange(f,a,b,tol,maxITER):

fa = f(a)

if abs(fa)<=tol:
return a

fb = £(b)

if abs(fb)<=tol:
return b

if faxfb > 0.0:
print "La racine n’est pas encadree"
sys.exit (0)
k=0
fc = 2.%tol
while ( (abs(b-a)>tol) and (abs(fc)>tol) and (k<maxITER) ):
k+=1
c = a-fax(b-a)/(fb-fa)
fc = f(c)
if fc == 0.0:
return c
if fcxfb < 0.0:
a=c
fa = fc
else:
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b =c
fb = fc

return a-fa*(b-a)/(fb-fa)

def newton(f,x_init,tol,maxITER):
—k =0

——Xx = x_1init
—fx = f(x)
——h = tol
——dfx = df (x)
——while ( (abs(fx)>tol) and (k<maxITER) ):
———x = x - fx/dfx
———fx = f(x)
———dfx = df (x)

=N

——TcEBbhEL 5%

Ensuite on construit une matrice dont la premiére colonne contient le nombre d’itérations, la deuxieme colonne I'erreur
absolue obtenue par la méthode de la dichotomie avec le nombre d’itérations indiqué dans la premiére colonne, la troi-
sieme colonne I'erreur absolue obtenue par la méthode de LAGRANGE et la derniere par la méthode de NEWTON.
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def

def

exact = 0.5149332646611294

=]

H

—

[x3}

o
I

£f(x):

return (math.cos(2.*x))**x2-x**2

af (x):

return -4.*math.cos(2.*x)*math.sin(2.*x)-2.%x

= 10

.5

x_init = 0.75

XXX

Dic =
Lag =

New

for

On obtient ainsi le tableau

On affiche enfin les erreurs absolues |X — xpax1TER| €0 fonction du nombre d’itérations pour chaque méthode avec une

i in range(nITER):
maxITER = i
XXX.append (maxITER)

= sys.float_info.epsilon

Dic.append(abs(exact-dichotomie(f,a,b,tol,maxITER)))
Lag.append (abs (exact-lagrange(f,a,b,tol,maxITER)))

New.append (abs (exact-newton(f,x_init,tol,maxITER)))
print "%2.g %15.17f %15.17f %156.17f" ) (XXX[i], Dic[il, Lag[il, Newl[il)

maxITER Dichotomie LAGRANGE NEWTON
0 0.23506673533887057 0.14588447288050665 0.23506673533887057
1 0.13993326466112943  0.03464350570111258 0.07773975719741250
2 0.04756673533887057 0.00260088757041255 0.00023079676801208
3 0.04618326466112943 0.00002318596617201 0.00000001670020067
4 0.00069173533887057 0.00000020304484416 0.00000000000000011
5 0.02274576466112943  0.00000000177782544  0.00000000000000000
6 0.01102701466112943  0.00000000001556633  0.00000000000000000
7 0.00516763966112943  0.00000000000013634  0.00000000000000000
8 0.00223795216112943  0.00000000000000122  0.00000000000000000
9 0.00077310841112943  0.00000000000000000 0.00000000000000000

échelle logarithmique pour I’axe des ordonnées.

from matplotlib.pylab import *
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xlabel (’Iterations?)

ylabel (’Absolute error’)

axis([0.,nITER,0.,0.1])

semilogy (XXX ,Dic,"r-o",XXX,Lag,"g-0",XXX,New, "y-o")
legend([’Dichotomie’, ’Lagrange’, ’Newton’])

show ()

Le résultat est le suivant

e—e Dichotomie
107} e—e Lagrange ]
oo Newton I

Absolute error
=
S}

10t

102}

10 b

-16 L ! ! o ! i L L
1075 1 2 3 4 5 3 7 8 9
Iterations

On remarque tout d’abord que la décroissance de I'erreur avec la méthode de la dichotomie n’est pas monotone. De plus,

on voit que la méthode de NEWTON est d’ordre 2 tandis que la méthode de LAGRANGE est d’ordre 1.
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2. Tnterpolation

Etant donné n + 1 points { (x;, ;) }?:0, trouver une fonction f: x — f(x) telle que f(x;) = y;

Approcher une fonction f consiste a la remplacer par une autre fonction ¢ dont la forme est plus simple et dont on
peut se servir a la place de f. On verra dans le prochain chapitre qu’on utilise fréquemment cette stratégie en intégration
numérique quand, au lieu de calculer |, f f(x) dx on calcule de maniére exacte |, f ¢ (x) dx, ou ¢ est une fonction simple a
intégrer (par exemple polynomiale). Dans d’autres contextes, la fonction f peut n’étre connue que par les valeurs qu’elle
prend en quelques points particuliers. Dans ce cas, on cherche a construire une fonction continue ¢ représentant une loi
empirique qui se cacherait derriére les données.

2.1. Interpolation polynomiale

Etant donné n + 1 couples { (x;, y;) }?:0, le probléme consiste a trouver une fonction ¢ = ¢(x) telle que ¢(x;) = y;; on dit

alors que ¢ interpole I'ensemble de valeurs {y;}}" ) aux nceuds {x;}!"_,. Les quantités y; représentent les valeurs aux nceuds
x; d’'une fonction f connue analytiquement ou des données expérimentales. Dans le premier cas, 'approximation a pour
but de remplacer f par une fonction plus simple en vue d'un calcul numérique d’intégrale ou de dérivée. Dans I'autre cas, le
but est d’avoir une représentation synthétique de données expérimentales (dont le nombre peut étre tres élevé). On parle
d’interpolation polynomiale quand ¢ est un polyndéme et d’'interpolation polynomiale par morceaux (ou d’interpolation
par fonctions splines) si ¢ est polynomiale par morceaux.

Notons R,,[x] 'espace vectoriel formé par tous les polynémes de degré inférieur ou égale a m. Il est bien connu que
R,»[x] a dimension m + 1 et que sa base canonique est donnée par { Lx,x%,...,x™" }

Supposons que 'on veuille chercher un polynéme P, de degré m = 0 qui, pour des valeurs Xy, X1, X2, ..., X;; distinctes
données (appelés nceuds d’interpolation), prenne les valeurs yg, y1, J2,..., Ym respectivement, c’est-a-dire

Pn(xi)=y; pour0<i<m. (2.1)

Si un tel polynoéme existe, il est appelé polynéme d'interpolation ou polynéme interpolant.

#'Théoreme Interpolation polynomiale
Etant donné m + 1 points distincts xo,..., X, et m + 1 valeurs correspondantes ¥y, ..., ¥m, il existe un unique polynéme
P, e Ry, [x] tel que Py, (x;) = y;, pour i =0,...m.

2.1.1. Méthode directe (ou “naive”)

Une maniere apparemment simple de résoudre ce probléme est d’écrire le polynéme dans la base canonique de R, [x] :
Pp(X)=ap+ a1 x+ ap x>+ -+ apyx™,
ol ap, 4y, ay, ..., any sont des coefficients qui devront étre déterminés. Les (m + 1) relations (2.1) s’écrivent alors

ap+ayxo+...anpx)" = yo
ag+ayxi+...apx]* =y

an+ i Xm+...amX0 =Ym
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Puisque les valeurs x; et y; sont connues, ces relations forment un systeme linéaire de (m + 1) équations en les (m + 1)
inconnues ag, ay, ay, ..., a,, qu’on peut mettre sous la forme matricielle !

1 xo ... x*\[ao Yo
1 x1 ... x| & 1

|7 2.2)
1 Xpm ... X \am Ym

Ainsi, le probleme consistant a chercher le polynéme P, satisfaisant (2.1) peut se réduire a résoudre le systéme linéaire (2.2).
Cependant, résoudre une systeme linéaire de (m + 1) équations a (m + 1) inconnues n’'est pas une tache triviale. Cette
méthode pour trouver le polynéme P,, n'est donc pas une bonne méthode en pratique. Dans la suite on va étudier une
meéthode plus astucieuse pour construire le polynéme P,;,.

2.1.2. Méthode de Lagrange

Quand on écrit le polynéme P,, dans la base canonique de R, [x], le probleme est de déterminer les (m + 1) coefficients
ap, ai, az,..., anm tels que
Pp(x) = ag+ a1 x+ ap x>+ -+ amx™.

On se demande s'il existe une autre base { Ly, L1, Lo, ..., Ly, } de R, [x] telle que le polyndme P, s’écrit
Pi(x) = yoLo(X) + y1L1(x) + y2La(x) + -+ + ¥Ym L (X),

autrement dit s’il existe une base telle que les coordonnées du polynéme dans cette base ne sont rien d’autre que les valeurs
connues ¥, Yi,---» Ym-

Pour trouver une telle base, commencons par imposer le passage du polyndmes par les m + 1 points donnés : les (m + 1)
relations (2.1) imposent la condition :

1 sii=j L
Li(xj) = . pour0<i,j<m,
0 sinon

ce qui donne

L) = ﬁ X=X (= xo) (=) (0= Xim) (0= Xign) -+ (X = Xim)
T xi— g (= x0) (g = x1) -+ (06 = 1) (6 = X1 -+ (6 — Xn)
J#i

Clairement, le numérateur de L;(x) est un produit de m termes (x — x;) avec i # j et est donc un polynome de degré m. Le
dénominateur est une constante et il est facile de vérifier que

* Li(x) € R[],

*x Li(xj))=0sii#j0<i<m,

* L,-(x,-) =1.
De plus, les polynémes Ly, Ly, Ly, ..., L, sont linéairement indépendants car si 'équation Z;’i 0 a;L;(x) = 0 doit étre satis-
faite pour tout x € R alors Z;.ZO a;L;(x;) =0 doit étre vraie pour tout j =0, 1,..., m et puisque Z;’io a;iLi(xj)=aj, on conclut
que tous les a; sont nuls. Par conséquent, la famille { Lo, L1, L, ..., L;; } forme une base de R, [x].

1l est important de remarquer que nous avons construit explicitement une solution du probleme (2.1) et ceci pour n'im-
porte quelles valeurs yg, y1, y2,..., ¥ym données. Ceci montre que le systeme linéaire (2.2) a toujours une unique solution.

#'Théoreme Interpolation de LAGRANGE
Ftant donné m + 1 points distincts xo, ..., X,, et m + 1 valeurs correspondantes Y0,--+» ¥Ym, il existe un unique polynéme
P, e Ry, [x] tel que Py, (x;) = y;, pour i =0,...m qu’on peut écrire sous la forme

Pu®=Y yilix) €Rplx] ot Li=]] .
i=0 j=0 XX
j#i

Cette relation est appelée formule d’interpolation de LAGRANGE et les polynomes L; sont les polyndmes caractéristiques
(de LAGRANGE).

1 xg ... Xy
1 x ...x
1. Lamatrice [ | s'appelle matrice de VANDERMONDE.

1xm ... X;p
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(x—x0)(x—x1)
2 (x2 — Xx0) (x2 — x1)

s Exemple
Pour m = 2 le polyndme de LAGRANGE s’écrit
(x—x1)(x—x2)

P(x) =
(=0 (x0 — x1) (%0 — x2)

(x—x0) (x — x2)
! (x1 — Xx0) (x1 — x2)

<9 Exemple
On cherche le polyndme d’interpolation de LAGRANGE qui en —1 vaut 8, en 0 vaut 3 et en 1 vaut 6. On a
(x—x1)(x — x2) (x — xp) (x — x2) (x — xp) (x — x1)
P(x)=yo 1 2
(x0 = x1)(x0 — X2) (x1 = Xp) (x1 — X2) (x2 = x0) (X2 — X1)
x(x-1) (x+Dx-1) (x+1x 2
+6 =4x"—-x+3.

=8 +
2 -1 2

ssRemarque
Si m est petit il est souvent plus simple de calculer directement les coefficients ay, a1, ..., a, avec la méthode “naive” en

résolvant le systéme linéaire (2.2).
Soit f: R — Rune fonction continue donnée et soit xy, x1, X2, ..., X, (m+1) points distincts donnés. Interpoler la fonction

f aux points x;, 0 < i < m signifie chercher un polynéme P,, de degré m tel que
Py (x;) = f(x;) pour0<i<m. (2.3)
La solution de ce probléeme est donc donnée par
mn moX—Xj
Pp(x)=) f(x)Li(x) €Rylx] ol Lix) =[]
i=0 j=0 Xi— x]'
J#i

et le polyndme P, est appelée interpolant de f de degré m aux points xg, X1, X2, ..., Xm

4 Exemple
Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = e*. On cherche I'interpolant de f aux points —1, 0, 1. On a
(x — x0) (x — x2) (x — x0)(x — x1)
0 2 " f(x2) 0 1

© G. FACCANONI

(x—x1)(x—x2)
P(x) = f(xo) + fx1)

T =0 —x T o a0 — ) (x2 — x0) (x2 = x1)

1x(x-1) x+Dx-1) (x+1x (1 e) 2 (e 1)

=- +e =|l—=-1-=|x"+|-——|x+1
e 2 -1 2 2e 2 2 2e
La figure ci-dessous montre le graphe de la fonction f et de son interpolant aux points —1, 0, 1.
y
-1 0 1 x
#Proposition Erreur

Siy;=f(x;) pouri=0,1,...,n, f: I - R étant une fonction donnée de classe €™ 1(]) ot I est le plus petit intervalle
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contenant les nceuds distincts { x; }7_, alors il existe ¢ € I tel que I'erreur d’interpolation au point x € I est donnée par

f(n+1) (5)

En(x) = f(x) = Pp(x) = IS

Wpt1(X)

m
oll wy11(x) = ‘Ho(x - Xj).
1=

Démonstration. Le résultat est évidemment vrai si x coincide avec I'un des nceuds d’interpolation car E,(x;) = 0 pour
i=0,1,...,n. Autrement, soit x € I fixé, x # x; pour i =0,..., n et définissons la fonction

G:I—-R
n+1(t)

w
t— Ep(1) — Ex(x)
Wp+1(X)

Puisque f € V(1) et puisque ;1 est un polyndéme, G € €'+ (I) et posséde au moins n + 2 zéros distincts dans I. En
effet, les zéros de G sont les n + 1 nceuds x; et le point x car

Gxi) = En(x) — En() 2200 _ i=0,...n
Wp41(X)

G(x) = Ey () — Ey () 2t _
Wp41(X)

Ainsi, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, G’ admet au moins n + 1 zéros distincts et par récurrence GY) aau
moins n + 2 — j zéros distincts. Par conséquent, GV a au moins un zéro, qu'on note ¢. D’autre part, puisque Eﬁ[‘“) (1) =
FrD () et 0™V (x) = (n+1)!ona

n+1
(n+1)!

Wnp+1(x)

ce qui donne, avec t = ¢, 'expression voulue pour E; (x). O

G (p) =f(”+l)(t)—En(x)

Dans le cas d'une distribution uniforme de nceuds, i.e. quand x; = x;_1 + haveci=1,2,...,n et h >0 et xy donnés, on a

n+1

|wpt1(x)] < n!

et donc

maxye| [ (1) .

max|E;, (x)] <
erl n()l 4(n+1)

D Attention Les défauts de l'interpolation polynomiale avec noeuds équirépartis
Malheureusement, on ne peut pas déduire de cette relation que 'erreur tend vers 0 quand 7 tend vers l'infini, bien que

R™1/[4(n + 1)] tend effectivement vers 0. En fait, il existe des fonctions f pour lesquelles maxyey|Ep (x)| +00. Ce

n—+oo
résultat frappant indique qu’en augmentant le degré n du polynéme d’interpolation, on n'obtient pas nécessairement

une meilleure reconstruction de f.

‘® Exemple Le contre-exemple de RUNGE

Ce phénomene est bien illustré par la fonction de RUNGE : soit la fonction f: [-5,5] — R définie par f(x) = 1

1+x2°
est infiniment dérivable sur [-5,5] et | f) (+5)| devient tres rapidement grand lorsque 7 tend vers I'infini. Si on considére une dis-

tribution uniforme des nceuds on voit que l'erreur tend vers I'infini quand »n tend vers I'infini. Ceci est lié au fait que la quantité

La fonction f

maxye[—55]|f (7+1) (x)| tend plus vite vers I'infini que 4?,:—:) tend vers zéro. La figure 2.1a montre ses polynémes interpolants de de-
grés 3, 5 et 10 pour une distribution équirepartie des noeuds. Cette absence de convergence est également mise en évidence par les
fortes oscillations observées sur le graphe du polynéme d’interpolation (absentes sur le graphe de f), particuliérement au voisinage
des extrémités de I'intervalle. Ce comportement est connu sous le nom de phénoméne de RUNGE. On peut éviter le phénomene de
RUNGE en choisissant correctement la distribution des nceuds d’interpolation. Sur un intervalle [a, b], on peut par exemple considérer
les nceuds de CHEBYSHEV-GAUSS-LOBATTO (voir figure 2.1b)

— ——CO0S

b b- ,
xi:% 2a (%l)

pouri=0,...,n
Pour cette distribution particuliere de noeuds, il est possible de montrer que, si f est dérivable sur [a, b], alors P, converge vers f

quand n — +oo pour tout x € [a, b]. Les nceuds de CHEBYSHEV-GAUSS-LOBATTO, qui sont les abscisses des nceuds équirépartis sur le
demi-cercle unité, se trouvent a l'intérieur de [a, b] et sont regroupés pres des extrémités de I'intervalle. Ces figures ont été obtenue
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par les instructions suivantes :

from matplotlib.pylab import *

def lagrange(t,x,y):

———»p:O

—n = len(x)

——L = [1 for i in range(n)]

——for i in range(n):

————for j in range(n):

—— e if =i

—————L[i] *= (t-x[j1)/(x[i]-x[j])
————p += y[i]*L[i]

——return p

def f(x):
——return 1./(1.+x**2)

"Noeuds équirépartis"
x1 = linspace(-5,5,3)
x2 = linspace(-5,5,5)
x3 = linspace(-5,5,10)

yi = £(x1)
y2 = £(x2)
y3 = £(x3)

# Calcul des polynomes en plusieurs points d’un intervalle pour affichage
t = arange(-5,5,.1)

11t = [
12t = []
13t = []
for k in t:

——11t.append (lagrange (k,x1,y1))
——12t . append (lagrange (k,x2,y2))
——13t.append (lagrange (k,x3,y3))

plot(t,f(t),’r-?,t,11t, b:?,t,12t,’m-. 7 ,t,13t, > y--)
legend([’f’,’p_3?,’p_57,’p_10’],loc=’lower center’)
axis([-5, 5, -0.5, 1])

show ()

"Noeuds de CHEBYSHEV-GAUSS-LOBATTO"

def Tchebychev(a,b,n):
——return [0.5%(at+b)-0.5%(b-a)*cos(pi*i/(n-1)) for i in range(n)]

x1 = Tchebychev(-5,5,3)
x2 = Tchebychev(-5,5,5)
x3 = Tchebychev(-5,5,10)
yl = [f(x) for x in x1]
y2 = [f(x) for x in x2]
y3 = [f(x) for x in x3]

# Calcul des polynomes en plusieurs points d’un intervalle pour affichage
t = arange(-5,5,.1)

11t = []
12t = []
13t = []

for k in t:

——11t.append (lagrange (k,x1,y1))
——12t . append (lagrange (k,x2,y2))
——13t.append(lagrange (k,x3,y3))

plot(t,f(t),’r-’,t,11t,’b:?,t,12t,’m-.’,t,13t,’y--’)
legend([’f’,’p_3’,’p_57,’p_10"],loc="lower center’)
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1.0

0.81

0.61

0.4r

0.0
. — f " B — f
—=0.2F p_3 \~ P —0.2f p_3
p_5 L - p5
-0.4 p_10 : —0.4 p_10
B -2 0 2 ) ~a 2 0 2 4
(a) Distribution équirepartie des nceuds (b) Neeuds de CHEBYSHEV-GAUSS-LOBATTO

FIGURE 2.1.: Interpolation de LAGRANGE, exemple de RUNGE

axis([-5, 5, -0.5, 1])
show ()

2.1.3. Stabilité de l'interpolation polynomiale

Soit f: I — R une fonction de classe €™ 1(D) o1 T est le plus petit intervalle contenant les nceuds distincts { x; ?:0'

Qu'arrive-t-il aux polyndmes d’interpolation si, au lieu des valeurs exactes f(x;), on considere des valeurs perturbées f (x;),
i=0,...,n?Ces perturbations peuvent provenir d’erreurs d’arrondi ou d’incertitudes dans les mesures. Soit P, le polynéme
exact interpolant les valeurs f(x;) et P, le polynome exact interpolant les valeurs f(x;). En notant x le vecteur dont les
composantes sont les nceuds d’interpolation, on a

max| Py (x) = Py (x)| = maIXIZ(f(xi) — F))@i ()] = Ap(x) oax | f(x) - fl
X€E XE i=0 <Ii<n

n
ApX) = rgcleall)(i;)|(ﬂi(x)|

est appelée constante de LEBESGUE (noter que cette constante dépend des nceuds d’interpolation). Des petites perturba-
tions sur les valeurs nodales f(x;) entrainent des petites variations sur le polynéme d’interpolation quand la constante
de LEBESGUE est petite. La constante de LEBESGUE mesure donc le conditionnement du probléme d’interpolation. Pour
linterpolation de LAGRANGE avec des nceuds équirépartis

2n+1

Ano) = (In(n) +y)ne

ol e = 2.71834 (nombre de NEPER) et y = 0.547721 (constante d’EULER). Quand 7 est grand, I'interpolation de LAGRANGE
sur des nceuds équirépartis peut donc étre instable.

9 Exemple
Dans la Figure 2.2 on a tracé
* lafonction f(x) = sin(2wx),

* le polynome de LAGRANGE ¢21 qui interpole f en 22 nceuds équirépartis sur lintervalle [-1;1], c’est-a-dire I'’ensemble
21

{xi=-1+0.1i,y; = f(x) Y=o
x le polynome de LAGRANGE p21 qui interpole 'ensemble perturbé { (x;, 7;) }?lo ol j; est une perturbation aléatoire des valeurs
exactes y; de sorte que

- -3
max |y; —y;1<10"°.
1200, Vi i

On remarque que la différence entre ces deux polyndmes est bien plus grande que la perturbation des données. Plus précisément

max|Pp (x) — Py (x)] ~6.212
xel
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— f
-2 121
p 21

=) 05 0.0 0.5 1.0

FIGURE 2.2.: Effet de perturbations sur I'interpolation de LAGRANGE en des nceuds équirépartis.

et I’écart est particulierement important aux extrémités de l'intervalle. Remarquer que dans cet exemple la constante de LEBESGUE
est trés grande : Ay (x) = 19274.
Cette figure a été obtenue par les instructions :

from matplotlib.pylab import *
import random

def lagrange(t,x,y):

—5 = 0

len(x)

——L = [1 for i in range(n)]
——for i in range(n):

—— ——for j in range(n):

——

—— ==zt jjll=ilg

— L[] %= (e-x[31)/x[i-x[4])
———p += y[i]*L[i]

——return p

def f(x):
——return sin(2*math.pi*x)

x1 = linspace(-1,1,22)
y1 = £(x1)
y2 = [yi+(2.*random.random()-1.)*0.001 for yi in yi]

t = arange(-1,1,.01)

11t = [
12t = []
for k in t:

——11t.append(lagrange(k,x1,y1))
——12t . append(lagrange(k,x1,y2))

print max(abs(yl-y2))
print max([abs(11t[i]-12t[i]) for i in range(len(t))])

plot(t,f(t),’r-’,t,11t,’b:’,t,12t,%g:’)
legend([’f?,°1_21,°p_21°],loc=’lower center’)
axis([-1, 1, -3, 4])

show ()

2.1.4. Méthode de Newton

On a vu que calculer le polyndme d’interpolation de LAGRANGE dans la base canonique de R, [x] comporte la résolution
d’un systéme linéaire d’ordre n. On a alors introduit une autre base de R,[x], la base des polyndmes de LAGRANGE, qui
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permet de calculer directement le polynéme d’interpolation car les coordonnées du polynéme cherché dans cette base
ne sont rien d’autres que les valeurs y;. Cependant, cette méthode n’est pas la plus efficace d'un point de vue pratique.
En effet, pour calculer le polynéme d’interpolation d'un ensemble de n + 1 points on doit calculer les n + 1 polyndmes
{Lg,L1,Ly,...,Ly,}. Siensuite on ajoute un point d’interpolation, on doit calculer les n + 2 polyndmes {io,il, Lo,....Lyi }
qui different tous des n + 1 calculés précédemment. La méthode de NEWTON est basée sur le choix d'une autre base de sort
a ce que 'ajout d’'un point comporte juste 'ajout d'une fonction de base.

Considérons la famille de polynémes { wg, w1, w>,...,w,} ou

wo(x) =1,
k-1

we) = [[(x—x) = (x—xp-Dwe(x),  Vk=1,...,n.
i=0

1l est facile de vérifier que

* W (x) €Rylx],

x la famille {wg, w1, w>, ..., 0, } est génératrice de R, [x]

* la famille {wg, w1, w>,...,w,} estlibre.
Par conséquent, la famille {wg, w1, w2, ...,w, } forme une base de R, [x].

Si on choisit comme base de R, [x] la famille {wg, w1, w3, ...,w,}, le probleme du calcul du polynéme d’interpolation p,,
est alors ramené au calcul des coefficients { ag, @1, a2, ..., a, } tels que

n
pn(x) =) a;jw;(x).
i=0

Si on a calculé les n + 1 coefficients {ag, a;, az,...,a,} et on ajoute un point d’interpolation, il n'y a plus a calculer que le
coefficient a4+ car la nouvelle base est déduite de 'autre base en ajoutant simplement le polynéme w;,+;.
Commencons par chercher une formule qui permet de calculer ces coefficients. Le polynome d’interpolation dans la

base de NEWTON évalué en xy donne

n
Pn(Xo) = Y ajw;(xo) = ag
i=0
donc ag = yp. Le polyndéme d’interpolation dans la base de NEWTON évalué en x; donne

n
pr(x1) =) ajw;(x) = @+ a1 (x; — Xo)
i=0
_ 1Y

donc a; = T=x L€ polynome d’interpolation dans la base de NEWTON évalué en x, donne

Pn(x2) = Y ajw;(x2) = ag + a1 (x2 — Xo) + A2 (X2 — X0) (X2 — X1)

i=0
donc J1=Y Yo~y J1=Y
1—Jo 2~ )1 1—Jo
PO . Tl 16Tt ) V2= Yo~ nn (2= X0) o T mx
(x2 — x0) (X1 — X0) (x2 — x0) (X1 — X0) X2 — Xo

Pour calculer tous les coefficients on va alors introduire la notion de différence divisée :
{@Définition Différences divisées

Soit { (x7,y) } -, un ensemble de n+ 1 points distincts.

* La différence divisée d’ordre 1 de x;_; et x; est

) Lo YiTYin
lxi,xil= 2=

* Ladifférence divisée d’ordre n des n+1 points xy, ..., X, est définie par récurrence en utilisant deux différences divisées
d’ordre n — 1 comme suit :

— f[xl;---;xn]_f[xO;---;xn—l]
f[x(),'--yxn]— Xn — X0

Pour expliciter le processus récursif, les différences divisées peuvent étre calculées en les disposant de la manieére sui-
vante dans un tableau :
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i x| yi  flxicuxl flxica,Xion,xil o flxios, Xica, Xic1, Xl fXi—4, Xio3, Xiz2, Xi—1, Xi]

0 xp

L x| »n | flxoxl

2 x| y2  flx1, %] flxg, x1, X2]

3 x3| y3  flxz,xs] flx1, X2, x3] flxo,x1, X2, x3]

4 x4 | yo o flxs, x4l flx2, x3, x4] flx1, X2, x3, x4] \ fxo, X1, X2, X3, X4 \

#'Théoreme Formule de NEWTON
Soit { (x;, yi) }?:0 un ensemble de 7 + 1 points distincts. Le polynéme d’interpolation de LAGRANGE p, sous la forme de
NEWTON est donné par

n
pn(x) =Y w;i(x)flxo,..., Xil.
i=0

Comme le montre la définition des différences divisées, des points supplémentaires peuvent étre ajoutés pour créer
un nouveau polyndme d’'interpolation sans recalculer les coefficients. De plus, si un point est modifié, il est inutile de
recalculer I’ensemble des coefficients. Autre avantage, si les x; sont équirépartis, le calcul des différences divisées devient
nettement plus rapide. Par conséquent, I'interpolation polynomiale dans une base de NEWTON est privilégiée par rapport
a une interpolation dans la base de LAGRANGE pour des raisons pratiques.

«¢ Exemple

On veut calculer le polyndme d’interpolation de de la fonction f(x) = sin(x) en les 3 points x; = % iaveci=0,...,2. On cherche donc
p2 € Ro[x] tel que p2(x;) =sin(x;) pouri=0,...,2.

Méthode directe. Sion écrit ps(x) = ag + a1 x+ axx?, on cherche ag, a1, s tels que

1 0 0)/ap 0
2
/A T —
1 7 72\ 0
En résolvant ce systeme linéaire on trouve ag =0, a1 = % etar =— %.
Méthode de Lagrange. Ona
x(x—m) 4
p2(x) = yoLo(xX) + y1L1(X) + y2 Lo (X) = 77— = ——5 x(x — 7).

3(5-m) n*

Méthode de Newton. On commence par construire le tableau des différences divisées :

iooxp Yy flxicnxgl o flxi-g xio1, x4
0 0

15 7

2 7 0 —7% —%

On a alors

2
p2(x) =) w;(x)fx,..., x;i]
iz0

= wo(x) flxo] + w1 (x) f [x0, X1] + w3 (x) f [x0, X1, X2]
2 4
= —w1(%) - w2 (x)
T T
2 4 T
= ;x— ;x(x— 5]

. ( )
=——x(x—-m).
2

Maintenant on veut calculer le polynéme d’interpolation de la méme fonction en les 4 points x; = %i avec i =0,...,3, i.e. on a juste
ajouté le point x = 37/2. On cherche donc p3 € R3[x] tel que p3(x;) = sin(x;) pour i =0,...,3.
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Meéthode directe. Sion écrit p3(x) = ag + a1 x+ azx* + a3x3, on cherche ag, a1, a», a3 tels que
1000 ) (0
1 7 5 L A _|1
1 n 72 Jra as 0
3n 9n®  277° | \a -1
D S S
En résolvant ce systéme linéaire on trouve ag =0, a1 = %, ar = —% etaz= %.
Méthode de Lagrange. Ona
(x-m(x-3F 1
X(x-—m(x—5 x(x-5)(x—m)
P3(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + y2 Lo (%) + y3L3(x) = —— -

= ix(x—n) (x—?’—n)—ix(x—z)(x—ﬂ)
Tl 2 ) 38 2 '

Méthode de Newton. Il suffit de calculer une différence divisée en plus, i.e. ajouter une ligne au tableau :

ioxp oy flxicnxd o flxig,xi—1,x] flxi-3, %2, X1, X;)

0 0
13 i

2 71 0 -2 -5

3 3¢ -2 33

On a alors

3
p3(x) =Y w;(x) flxo,...,x;]
i=0

= p2(x) + w3(x) f[x0, X1, X2, x3]

: ( )+ 8 (x)
=—-—x(x—-7nm)+ —Fw3(x
2 3n3 3

= —ix(x—n)+ ix(x— z)(x—n)
o2 3n3 2

8 2 2
= —x(x*—-3nx+21°).
373

®Méthode des moindres carrés : fitting par une relation affine
Lorsqu’un chercheur met au point une expérience (parce qu'’il a quelques raisons de croire que les deux grandeurs x

et y sont liées par une fonction f), il récolte des données sous la forme de points { (x;, y;) }?:0. Lorsqu'il en fait une
représentation graphique il cherche f pour qu’elle s’ajuste le mieux possible aux points observés.

Nous avons déja vu que si n est grand, le polynéme d’interpolation de LAGRANGE n’est pas toujours une bonne approxi-
mation d'une fonction donnée/cherchée. De plus, siles données sont affectées par des erreurs de mesure, 'interpolation
peut étre instable. Ce probleme peut étre résolu avec I'interpolation composite (avec des fonctions linéaires par morceau
ou des splines). Néanmoins, aucune de ces méthodes n'est adaptée al’extrapolation d’'informations a partir des données
disponibles, c’est-a-dire, a la génération de nouvelles valeurs en des points situés a 'extérieur de 'intervalle contenant
les nceuds d’interpolation. On introduit alors la méthode des moindres carrés : soit d; = y; — f(x;) 'écart vertical du
point (x;, y;) par rapport a la fonction f. La méthode des moindres carrés est celle qui choisit f de sorte que la somme
des carrés de ces déviations soit minimale.

Supposons que les deux grandeurs x et y sont liées approximativement par une relation affine, c’est-a-dire de la forme
¥ = mx + g pour certaines valeurs de m et g (autrement dit, lorsqu’on affiche ces points dans un plan cartésien, les
points ne sont pas exactement alignés mais cela semble étre dii a des erreurs de mesure). On souhaite alors trouver les
constantes m et g pour que la droite d’équation y = mx + g s’ajuste le mieux possible aux points observés. Pour cela,
introduisons d; = y; — (mx; + q) I'écart vertical du point (x;, y;) par rapport a la droite.
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0 X

La méthode des moindres carrés est celle qui choisit m et g de sorte que la somme des carrés de ces déviations soit
minimale. Pour cela, on doit minimiser la fonction &: R?> — R, définie par

n n
Em,q)=Y d>=Y (yi—mx; - q)*
i=0 i=0
Pour minimiser & on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points (1, ) qui vérifient g—i = g—‘f; = 0. Puisque
6—£(m )=-2 i( i — (mx; + g))x; a_g(m )=-2 i( i —(mx; + q))
om q) = i:oyl itq)xi|, 3q q) = l_:oyl i+q)|,
alors
2 (m,q) =0 Yo (yi— mxi— @)x; =0
om " — i=oWi i~ q)Xi
Eimaq)=0 Y yi—mxi—q) =0
(Xr i) (X i) —(n+ D) (X1, xiyi)
_ =0 =0 =0

(Ef, ) m+ (2, xi) g = X7 g vixi ( ?—oxi)z_(’“'l)( im0 X;)
— . - B — n n w0 (e
{(Z;l_lxi)m+(n+1)q:2i_0 Vi _ (Eioxi) (i xiyi) = (Eig vi) (EFg x7)
(Zrpxi) = (n+1)( i=0%7)

On a trouvé un seul point stationnaire. On établi sa nature en étudiant la matrice Hessienne :

n 2 n

_ i=1%; i=0 Vi
Hg (m, ) 2( ToXi (n+1)
et det(Hg(m, q)) = 4((n+ DY x2-(Xh, xl-)z) > 0 avec 0pm&(m,q) = X, x2 > 0 donc il s’agit d’'un minimum. La

droite d’équation y = mx + g ainsi calculée s’appelle droite de régression de y par rapport a x.

4 Exemple y
Si on a le points suivantes Z
x| 1 2 3 4 5 g ERZEEE
y|09 15 35 42 49 1
on trouve m = 1.07 et g = —0.21. 012345%X

2.2. Polyndme d’HERMITE ou polyndme osculateur

On peut généraliser l'interpolation de LAGRANGE pour prendre en compte, en plus des valeurs nodales, les valeurs de la
dérivée du polyndme interpolateur dans ces noeuds.

Considérons n + 1 triplets (x;, y;, y;), le probléeme est de trouver un polynome IT,,(x) = @o + @1 X +... @y x™ € Ry [x] tel
quel

{Hm(xi)=yz'. i=0. n

11, (x:) = ¥},
Il s’agit d’'un systeme linéaire de 2(n + 1) équations et m + 1 inconnues. Si m = 2n + 1 on a le résultat suivant :

#Théoreme
Etant donné n + 1 points distincts xp,..., X, et n+ 1 couples correspondantes (yy, y(’)),...,(yn, ¥,,), il existe un unique
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et I/

polynéme ITy,41 € Roj1 [x] tel que ITop41 (x7) = y; el

ou encore sous la forme

i=0

Cette relation est appelée formule d’interpolation de HERMITE.

s Exemple

Pour n =2 le polyndme d’"HERMITE s’écrit

(x—x)(x—x

L;i(x)
1 .
Q) =) yiAi(xX)+YBi(x) €Ppps1 ol
i=0
Ai(x)
Bi(x)

n
Q) =} (1iDi(0) +yj(x = x)(Li(x)* ol

2)

Qx) =yo (1 —2(x—x0)(

el

X0 — X1

(xp — x1) (X0 — x2)
(x = Xxp)(x — x2)

2
) +y(’)(x—xo)(

)

1-2(x-
+Y1( (x xl)(xl—xo

(x1 —x0)(x1 — x2)
(x—x0)(x—x1)

el

1-2(x-
+Y2( (x xz)(xz_xO

qu’on peut réécrire comme

+

Qx) = (yo (1 —2(x—x0)(

X0 — X1

+(y1 (I—Z(x—xl)(

X1 —Xp X1—X2

+(y2 (1—2(x—x2)(

X2 — X0

(x2 — x0)(x2 — x1)

v
])+y;(x—x1))(

1 !
sl

2
) +J’§(x—x2)(

(x;) = y;, pour i =0,...n qu'on peut écrire sous la forme

x—xj
x,-—xj’

=(1-2(x—x)c)(L; ()3,
= (x - x;)(L;i (x))?,

Ny
Lix) =11 +=%,

j=0 /

j#i

n

1

Ci = ,
1 j=0xi_xj

J#i
D;(x) =1-2(x—xj)c;.

(x—x1)(x—x2)
(xp — x1) (X0 — Xx2)

)22
)2
I

2 (x— x0) (X — X2)

(x1 = x0)(x1 — x2)
(x —x0) (x — x1)
(x2 — x0)(x2 — x1)

I
]2
i

+yﬂx—xﬂ(

(x—x1)(x—x2)
(xp — x1) (x0 — x2)

(x = xp) (x — x2)
(x1 — Xx0) (x1 — x2)

(x — xp) (x — x1)
(x2 — x0) (x2 — x1)

s Remarque
Si n est petit on peut calculer directement les coefficients ay, ay, ..., a2n+1 en résolvant le systéme linéaire de 2n + 2
équations
2n+1 _
ag+aixo+...azp1 X5 =y 1 xo x(z)”Jrl dg Yo
2n+1
ap+ a1 X1+ ... A X2 =y, 1 x x5 a »
an+a1xn+...azn+1X,21”+1 =Yn . 1 x, x%’“’l | wn
) 2n+1-1 _ 1.€. 0 2114+ 1)x2n+1-1 = /
ay +axxo +...2n+1)azp.1x; =¥ Xo 2n+1)x; Yo
2n+1-1 7
ar+apxo+...2n+ Dagp X211 =yt 0 x @n+1)x n
_ 2n+1-1 !
an+arxp+...2n+ Dagy 21 =y 0 xn @n+1)xy A2p+1 Vn
~ - 2 p— ——
@2n+2)x(2n+2) @2n+2)x1  (2n+2)x1
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4 Exemple RunGE

On veut voir si avec l'interpolation d'HERMITE on arrive a mieux approcher la fonction de RUNGE. Soit la fonction f: [-5,5] — R
définie par f(x) = 1+1x2 . La figure ci-dessous montre les polyndmes interpolants de degrés 3, 5 et 10 pour une distribution équirepartie
des nceuds.

0.0

Cette figure a été obtenue par les instructions :

from matplotlib.pylab import *

def hermite(t,x,y,dy):

—p = 0

——n = len(x)

[1 for i in range(n)]
——c = [0 for i in range(n)]
——for i in range(n):

—— ——for j in range(len(x)):

!

—————if jl=i:

———— L[] *= (t-x[j1)/(x[i]1-x[j1)

———————c[i] += 1./&x[i]1-x[3])

———p += (y[EI*(Q.-2.%(t-x[i]) *c[i])+dy [i]* (t-x[1]) ) *L[1] %*2
——return p

def f(x):
——return 1./(1.+x**2)

def df(x):
——return -2.%x/(1.+x%%2)**2

# INPUT

x1 = linspace(-5,5,3)
x2 = linspace(-5,5,5)
x3 = linspace(-5,5,10)

y1l = £(x1)
y2 = £(x2)
y3 = £(x3)
dyl = df(x1)
dy2 = df (x2)
dy3 = df (x3)

# Calcul des polynomes en plusieurs points d’un intervalle pour affichage
t = arange(-5,5,.1)

hit = []
h2t = []
h3t = []
for k in t:

——hlt.append(hermite(k,x1,y1,dyl))
——h2t.append (hermite (k,x2,y2,dy2))
——h3t.append (hermite (k,x3,y3,dy3))

plot(t,f(t),’r-’,t,hlt,’b:’,t,h2t,’m-.’,t,h3t,’y--?)
legend([’f’,°q_37,°q_57,7q_10’],loc=’1lower center’)
axis([-5, 5, -1, 11)

show ()
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Méme avec l'interpolation d' HERMITE on voit que 'erreur tend vers I'infini quand 7 tend vers I'infini pour une distribution uniforme

des nceuds.
# Algorithmes
LAGRANGE : HERMITE :
Require: £, n, { (xi, y:) }1_, Require: ¢, n, {(xi, i, ;) }?:0
p—0 p—0
fori=0tondo fori=0tondo
Li—1 Li—1
for j=0tondo for j=0tondo
if j # i then if j # i then
t—x]' If—x]'
Li «— X Li Li «— X Li
Xi— Xj Xi— xj
end if 1
end for @ Xi—Xj T
p—p+yixL; end if
end for end for
return p p—p+(yixQ-2(t—x) xc;)+y, x (t—x;)) x L2
end for
return p

2.3. Splines : interpolation par morceaux

On a mis en évidence le fait qu'on ne peut pas garantir la convergence uniforme du polyndme interpolatoire de LA-
GRANGE vers f quand les nceuds d’interpolation sont équirépartis. L'interpolation de LAGRANGE de bas degré est cepen-
dant suffisamment précise quand elle est utilisée sur des intervalles assez petits, y compris avec des nceuds équirépartis
(ce qui est commode en pratique). Il est donc naturel d'introduire une partition de [a; b] en n sous-intervalles [x;, x;+1], tels
que [a; b] = Up<i<n—1[x;, x;+1] et d’utiliser 'interpolation de LAGRANGE sur chaque sous-intervalles [x;, x;+1] en utilisant m
neceuds équirépartis avec m petit (généralement m =1 ou 3).

B Définition
Ftant donné n + 1 points distincts xy,...,x, de [a; b] avec a = xp < x1 < --- < X, = b, la fonction si: [a; b] — R est une
spline de degré k relative aux nceuds {x;} si

Sk(x)|[xf;xi+l] EIRIC[-X:]) i=071)-~-rn_1)
s €€ ((a; b)).

Evidemment tout polynéme de degré k est une spline, mais en pratique une spline est constituée de polynémes différents
sur chaque sous-intervalle. Il peut donc y avoir des discontinuités de la dérivée k-iéme aux nceuds internes xi,...,X;—1.

2.3.1. Interpolation linéaire composite

Etant donné une distribution (non nécessairement uniforme) de nceuds xo < x; < -+- < X, on approche f par une
fonction continue qui, sur chaque intervalle [x;, x;+1], est définie par le segment joignant les deux points (x;, f(x;)) et
(xi+1, f(xi+1)). Cette fonction est appelée interpolation linéaire par morceaux (ou spline linéaire).

{@Définition Splines linéaires
Etant donné n+ 1 points distincts xo,. .., x, de [a; b] avec a = xo < X1 < --- < X, = b, lafonction ¢: [a; b] — R est une spline
linéaire relative aux noeuds {x;} si

[(x)l[xi;xﬁl]eRl, i:O)l)--'rn_l)
¢ €€%(a; b)).

Autrement dit, dans chaque sous-intervalle [x;; x; + 1], la fonction ¢: [x;, x;+1] — R est le segment qui connecte le point
(xj,y;) au point (x;41, yi+1); elle s’écrit donc
Yi+1—Yi

()| [xysxe) = Vi + ———(x—x;)
[xz;xz+1] yl xi+1 _ xl 1
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Il est intéressant de noter que la commande plot (x,y), utilisée pour afficher le graphe d’'une fonction f sur un intervalle
donné [a, b], remplace en fait la fonction par une interpolée linéaire par morceaux, les points d’interpolation étant les
composantes du vecteur x.

#Proposition Erreur
Siy;=f(x;) pouri=0,1,...,net f: [a; b] — Restune fonction donnée de classe €2([a; b)), alors on peut majorer I'erreur

d’interpolation au point x € [a; b] par
2

_ - 1!
;}%}'f(x) 0(x)| = 8 xgl%]lf (x)1,

ol h = max;=,. n-1Xi+1 — X;. Par conséquent, pour tout x dans l'intervalle [a; b], ¢(x) tend vers f(x) quand n — +oo, a
condition que f soit assez réguliere.

Le principale défaut de cette interpolation par morceaux est que ¢ n’est que continue. Or, dans des nombreuses appli-
cations, il est préférable d’utiliser des fonctions ayant au moins une dérivée continue. On peut construire pour cela une
fonction s3 comme l'interpolation d’HERMITE des points (x;, f(x;), f'(x;)) et (xi+1, f(xi+1), [/ (xi+1)) sur chaque [x;; x; + 1]
pouri=0,1,...,n-1.
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Voici les function python des méthodes illustrées dans ce chapitre : t est le point ol on veut évaluer le polyndme
d’interpolation, x est une liste qui contient les abscisses des points d’'interpolation, y est une liste qui contient les ordonnées
des points d’'interpolation et dy est une liste qui contient la valeur de la dérivée aux points d’interpolation. Elles renvoient

I’évaluation du polynéme en t.

Méthodes numériques.

def lagrange(t,x,y):

—p = 0

——n = len(x)

——L = [1 for i in range(n)]

——for i in range(n):

————for j in range(n):

e if ji=i:

————————L[i] *= (t-x[j1)/(x[il-x[31)
————p += y[il*L[i]

——return p

def divided_difference(xx,yy):
——n = len(xx)

—_

—A =]
——for i in range(n):
—A+=[[]]

——for j in range(n):

— ——A[i]+=[0]

——for i in range(n):

—— ——A[i] [0]=float (yy[il)
————for j in range(l,i+1):

——————A[i1[j1=(float (A[i] [j-1])-float (A[i-1]1[j-11))/(float (xx[i])-float (xx[i-j1))

——vreturn [ A[i][i] for i in range(n) ]

def newton(t,xx,yy):

—p =0

——n = len(xx)

——0MEGA = [1. for i in range(nt+1)]

——DD = divided_difference(xx,yy)

——for i in range(n):

————p += DD[i]*0OMEGA[i]

————0MEGA[i+1] = OMEGA[i] * float(t-xx[il)
——return p

def hermite(t,x,y,dy):

= —pi= 0

——n = len(x)

——L = [1 for i in range(n)]
[0 for i in range(n)]
——for i in range(n):

—— ——for j in range(len(x)):

—Q

—————if ji=i:

—————L[H] *= (t-x[j1)/(x[i]1-x[j1)

—————cl[i] += 1./(x[i]-x[j])

————p += (y[i1*(1.-2.%(t-x[i])*c[i])+dy [i]* (t-x[1]) ) *#L[i]**2
——return p

et voici un exemple d'utilisation de ces fonctions :

Cas test.

from matplotlib.pylab import *

x = [1,2,3,4,5]

y = [0,1,0,1,0]
dy = [-1,1,0,-1,0]
76
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t =1.5

print "La valeur du polynome de Lagrange en", t,

print "La valeur du polynome de Newton en", t,
print "La valeur du polynome d’Hermite en", t,

axis ([0, 6, -2, 21)
t = arange(0,6,.1)

1t = [1
nt = []
ht = []
for k in t:

——1t.append (lagrange (k,x,y))
——nt.append (newton(k,x,y))

——ht.append (hermite(k,x,y,dy))
plot(x,y,’ro’,t,1t,’b’,t,nt,’g.’,t,ht,’m’)
show ()

© G. FACCANONI

"est", lagrange(t,x,y)
"est", newton(t,xx,yy)
"est", hermite(t,x,y,dy)
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VAVVVVDVDVIVVDVDDID  Exercices DDV DVDDDIID
®Exercice 2.1
| Construire le polyndme P qui interpole les points (0,2), (1,1), (2,2) et (3,3).

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.1. On cherche un polynéme de degré au plus 3 tel que P(0) =2, P(1) =1, P(2) =2et P(3) =
3. Construire P signifie trouver ses coordonnées dans une base de R3[x]. On considere trois méthodes qui sont basées sur
trois choix différents de bases de R3[x] :
o Méthode directe (naive)
On considere € = { 1, x,x%,x3 } la base canonique de R3[x] et on cherche (ay, a1, az, as) = coord(B,6), i.e. ay, a1, az, as
tels que P(x) = ¥'3_, a;x".
11 s’agit de trouver les 4 coefficients ay, a;, a» et as solution du systéeme linéaire

p0)=2 a0+a1-0+a2‘02+a3-03=2

10 0 0)[a) [2
p(l)=1 ag+a-l+ar-12+as-13=1 111 1|y 1
— — =
p2)=2 ap+ay-2+ax-2*+az-25=2 1 2 4 8|la 2
pB3) =3 ap+ar-3+ap-32+az-3°=3 1.3 9 27)\as) \3
Ly—Lp—L
10 0 O |2 Lg—L;—Li 1 0 0 O 2 LyeLs—2Ly 1 0 0 O 2 1 0 0 O
11 1 1 |1 | Ly—Lsy—1, 0 1 1 1 |-1 | Ly—L4-3L, o1 1 1 |-1 Ly—Ly—3L3 01 1 1
12 4 8 |2 0 2 4 8 0 0 0 2 6 2 0 0 2 6
13 9 2713 0 3 9 27| 1 0 0 6 24| 4 0 0 0 6
doncag=-1,a,=2, a1 =-% etag =2 et on trouve P(x) =2 - $x+2x* - 1.

o Méthode de Lagrange
On considére £ = { Ly, L1, L2, L3} une base de R3[x] telle que coord(P, £) = (yo, 1,2, ¥3), i.e. P(x) = Z?:O ¥iLi(x). On

a
noX—Xj
Li(x)=
jl:[ox,-—xj
j#
donc
y
P = v (x = x1) (x — x2) (x — x3) " (x — x0) (x — x2) (x — x3) P
(xp — x1) (g — X2) (X0 — X3) (x1 = x0) (x1 — Xx2) (X1 — x3)
(x—x0) (x — x1)(x — x3) (X — x0) (x — x1) (x — x2)

? (02 — X0) (X2 — X1) (62 — X3) "> (X3 — X0) (X3 — X1) (X3 — X2)
_,amDE-2@-3)  x-0x-2)x-3)

0-1)0-2)(0-3)  (1-0)(1-2)(1-3)

(-0 -DE=3)  @-0E-Dx-2) _

2-02-D2-3) ~B-0B-1)B-2)
_@-Dx-2)(x-3) N x(x=2)(x-3)

-3 2

x(x-1(x-2 1
%}_xmx

2

-x(x-1Dx-3)+ —gx+2.

e Méthode de Newton
On considere A = {wg, w1, w2, w3 } une base de R3[x] telle que coord(p, ) = (yo, f[x0, X11, fX0, X1, X21, f X0, X1, X2, X3]),
ie P(x)=Y3_, flx0,..., Xilw;(x).
La base de Newton est définie récursivement comme suit :
wo(x) =0; w1 (X) = X — Xo; pourk=2,...,n wi(x) =wr_1(X)(x—Xr_1).

Les coordonnées sont les valeurs encadrées dans le tableau des différences divisées ci-dessous :

ioxi yi flxicux) flxi—o,xionx] flxios, Xi—2, Xi—1, Xi)

1]
1 1]

1 0 -

o~ =[]

w N = O
w NN = O

W=
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On a alors
3
P3(x) =) flxo,..., Xilw;(x)
i=0
= Yowo (x) + fx0, x1]w1 (x) + f[x0, X1, X2]w2 (x) + f[x0, X1, X2, X3] W3 (X)
1
=2wo(x) —w1(x) + w2 (x) — §w3(x)
=2—-x+x(x— 1)—%x(x— 1(x-2)
= —lx3 +2x% - §x+2.
3 3
®Exercice 2.2

1. Calculer le polynéme d’interpolation de la fonction f(x) = cos(x) en les 3 points x; = 5i avec i =0,...,2.

2. Calculer ensuite le polynome d’interpolation de la méme fonction en les 4 points x; = 7i avec i = 0,...,3, i.e. en
ajoutant le point x3 = 37/2.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.2.
1. On cherche p, € Ry [x] tel que p2(x;) = cos(x;) pour i =0,...,2. On peut choisir 'une des quatre méthodes ci-dessous
(on préférera la méthode de NEWTON car elle permet de réutiliser les calculs de cette question pour répondre a la
question suivante).

Méthode directe (naive). Sion écrit p»(x) = g + a1 x+ azx?, on cherche @, a1, ay tels que

sl

En résolvant ce systéme linéaire on trouve @p =0, a; = —% etas=0.

ERNERN
=IN,;|:|N o

Méthode astucieuse. Le polynome p, s’annule en 7, ceci signifie qu'il existe un polynéme R(x) tel que

p2(x) = R(x) (x— g)

Puisque p(x) a degré 2, le polynome R(x) qu'on a mis en facteur a degré 1, autrement dit R est de la forme
ax + b. On cherche alors a et b tels que

_ p200) _ 1

R(O)— 0_%), —(__%)’ b:—%'
R(m) = p2 (7 an+b=—L a=0

= Ty = . =0.

—

—

Ainsi
b4 2 T 2
p2(x) = R(x) (x— 5) = (x— 5) =-_x+ 1.
Méthode de Lagrange. Ona
(-De-m  -0(-3) 2
p2(x) = yoLo(x) + y1 L1 (%) + y2La(x) = 1 0-Do-m -1 =0 (1= 2) =1- X

Méthode de Newton. On commence par construire le tableau des différences divisées :

ioxi yi flxicuxi] o flxice, xio1, Xl

0
1
2

S oy o
o
s
| |
NN

[0]

On a alors

2
p2(x) = Zwi(X)f[xo,...,xl']

i=0
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= wo(x) fx0] + w1 (x) fx0, X1] + w2 (X) fx0, X1, X2]

2
=wo(x) — —w1(x)
T

2
=1-—ux
b2
2. On cherche donc p3 € R3[x] tel que p3(x;) = sin(x;) pour i = 0,...,3. On peut choisir 'une des quatre méthodes
ci-dessous (on préférera la méthode de NEWTON car elle permet d'utiliser les calculs précédents).

3

Méthode directe. Sion écrit p3(x) = ag + a;x + azx? + azx3, on cherche ag, a1, @z, as tels que

L0 0 0 1
T T T

LI S o | 2 P

1 7 72 7 ||la -1
3n 9t 217 | \a 0

1 2 4 8 3

En résolvant ce systéme linéaire on trouve ag =1, a; = —%, o = —% etasg = %.
b/4

Méthode astucieuse. Le polynome p3 s’annule en 7 et en 37”, ceci signifie qu'il existe un polynéome R(x) tel que
() =R (x- 2] (x— 3—”)
ps > 5 |
Puisque p3(x) a degré 3, le polyndme R(x) qu'on a mis en facteur a degré 1, autrement dit R est de la forme
ax+ b. On cherche alors a et b tels que

RO — }73(0) , bzé, _ 4
G 1 M S o 3 — {b—?’
__ p3tm) - -1 -8
R(m) = - arn+b= =) a=gz3.

Ainsi
7 3 8 4 7 3n 2 4 , 8 4
]93()C)=R(JC)(X——) X——|=|zmx+-— (x——) X——|=1l-—Xx——=x"+-—x".
2
Méthode de Lagrange. Ona

(x-
(0-

Ja-m (x-F) (x=-0)(x—F)(x— )

x E
= yoLo () + 11 L1 (X) + 2 Lo () + y3Lg(x) = 1 2
p3(x) = yoLo(x) + y1L1(X) + y2 Lo(X) + y3L3(x) )(0—71)(0—3—) (n_o)(n_%)(n_%n)

SIERINIE]

2

4 (x n)(x 3”)( X+m+3x)=1 2 X 4 X+ 8 x°

= — _— _— — yis = —_—_—X— — —_— .
373 2 2 317 n? 373

Méthode de Newton. 11 suffit de calculer une différence divisée en plus, i.e. ajouter une ligne au tableau précé-

dant:
ioxi oy flxicnxl o flxioxion X flxios, Xioo, Xio1, X4
0 0
1 Z o0 -2
2 7 -1 -z [0]
On a alors

3
ps(x) =) wi(x)flxo,..., xi]
i=0

= p2(x) + w3 (x) f [x0, X1, X2, X3]

1 2 + 8 (x)
=1-—x+—ws3(x
x 3m3 e

8
=1-—x+ x(x— )x—ﬂ
373 2 ( )
4 5 8 3
=l-—Xx—-—=x"+-—=Xx
3n°  n? 373

80 © G. FACCANONI



Jeudi 27 aoiit 2015 2. Interpolation

®Exercice 2.3

| Trouver le polynéme de I'espace vectoriel Vec{l + x2, x4 qui interpole les points (0, 1) et (1,3).
CORRECTION DE I’EXERCICE 2.3.
11 s’agit de trouver un polynéme p(x) qui soit combinai-

son linéaire des deux polyndmes assignés (i.e. p(x) = a(1 +
%) + ﬁ(x4)) et qui interpole les deux points (0,1) et (1,3) :

p0) =1, - a(1+0%) + B4 =1,
p(1) =3, a(1+1%)+pa* =3,

d'out @ =1 et B = 1. Le polyndme cherché est donc le poly-
nome p(x) = 1+x% +x*.

®Exercice 2.4
1. Construire le polyné6me de LAGRANGE P qui interpole les points (—-1,2), (0,1), (1,2) et (2,3).

2. Soit Q le polyn6me de LAGRANGE qui interpole les points (—1,2), (0,1), (1,2). Montrer qu’il existe un réel A tel que :

Qx)—P(x)=Ax+1x(x—1).

CORRECTION DE UEXERCICE 2.4. Le polyndme d’interpolation de LAGRANGE de degré n sur 'ensemble des n + 1 points
{(xi, i}, §'écrit
& noX—Xj

P =Y |yi]]

i=o| j=0Xi—Xj

j#i
1. Icin=3 doncona
(x—x1) (x — x2) (x — x3) (x — xo) (x — x2) (x — X3)
P(x)=yo N
(xo — x1) (x0 — Xx2) (X0 — X3) (x1 — x0) (1 — x2) (X1 — x3)
(x = Xx0) (x — x1) (x — x3) (x = xp) (x — x1)(x — x2)

2 (X2 = x0) (X2 — x1) (X2 — X3) ’ (x3 — x0) (x3 — x1) (X3 — X2)

x(x-1D(x-2) (x+Dx-1)(x-2) (x+Dx(x—-1)
= = + > —(x+1)x(x—2)+f=

1 1
=3+ Sx+1.
3 3

2. Par construction

Q-1 =P(-D,
Q(0) = P(0),
Q) =P(1),

donc le polynéme Q(x) — P(x) s’annule en —1, en 0 et en 1, ceci signifie qu’il existe un polynéme R(x) tel que
Q(x)—P(x)=R(x)(x+Dx(x-1).

Puisque P(x) a degré 3 et Q(x) a degré 2, le polyndme Q(x) — P(x) a degré 3, donc le polynome R(x) qu'on a mis en
facteur a degré 0 (i.e. R(x) est une constante).
Si on n'a pas remarqué ca, on peut tout de méme faire tous les calculs : dans ce cas n =2 donc on a

(x—x1)(x—x2) y (x = Xxo) (x — x2) ) (x—x0)(x—x1)
(Xo—x1) (X0 —X2)  * ' (X1 —%0) (X1 — X2) (32 — %) (X2 — X1)

QX)) =yo

=x(x-1)-(x+Dx-1D+x+1Dx
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=x’+1.
Ainsi
Q) - PO) = 10 (x—x)x-x) [ X-x3 1 (x—x)x—x2) [ X-x3
(%0 — x1) (X0 — X2) Xp — X3 (x1 = X0) (X1 — x2) X1 — X3
(x—xp)(x—x1) [, x—-x3] _ (x—x0)(x—x)(x—xp)
? (22— x0) (2 — 1) X2 — X3 % (23 — x0) (23 — x1) (X3 — X2)

o (x—x0)(x—x1) (x — xp)
! (x1 = x0) (X1 — x2) (X1 — X3)
(x = x0)(x = x1)(x — x2)

(x = x0) (x — x1) (x — x2)
Yo (xo — x1) (X0 — X2) (X0 — x3)
(x = x0) (x — x1) (x — x2)
—J)2 - )3
(x2 — x0) (X2 — x1) (X2 — x3) (x3 — x0) (x3 — x1) (X3 — X2)
__ Yo . N1
(xo —x1)(xp — x2) (X0 — x3) (X1 — X0) (X1 — x2) (X1 — X3)
Y2 Y3 _ _ _
i (X2 = x0) (x2 — x1) (X2 — X3) i (x3 — xo) (x3 — x1) (X3 — X2) (= %) (x = 3)(x = %)

B (x+Dx(x-1)

3
etAd= % Sinon directement
1 1 1 (x+Dx(x—-1)
N-PX)=x*+1+-x - +-x-1=-x+-x="""" " —Ax(x+D(x-1
Q) (x) 3 3 3 3 3 ( )( )
_1
avec A = 3.
P(x)
X
®Exercice 2.5

1. Construire le polyn6me de LAGRANGE P qui interpole les trois points (-1, e), (0,1) et (1, e).
2. Sans faire de calculs, donner I’expression du polyndme de LAGRANGE Q qui interpole les trois points (-1, —1), (0,0)

et (1,-1).
Trouver le polyndme de I'espace vectoriel Vec{1, x, x*} qui interpole les trois points (—1,-1), (0,0) et (1,—1).

3.

CORRECTION DE L'EXERCICE 2.5.
1. Le polynome d’interpolation de LAGRANGE de degré n sur I'ensemble des 7+ 1 points {(x;, y;)}"_, s’écrit

G noX—Xj

pn(x) = Z Vi l_[

i=0| j=0Xi—Xj
J#i

Icin=2doncona
© G. FACCANONI
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P(x)
e
(x—x1)(x — x2) (x — x0) (x — x2) (x — x0) (x — x1)
P(x)=yo 1 2 =
(%0 — x1) (X0 — X2) (x1 = Xo) (X1 — X2) (2 = Xp) (X2 — X1)
x(x-1) (x+1Dx
=e —x+Dx-1)+e =
=(e—1Dx*+1. 1
1 1 X
2. 1l suffit de changer les coefficients y; dans I'expression y
précédente : -1 0 1
X
_ xx-1) (+Dx o,
Qx) = 5 ;=%
Qx)

3. Il s’agit de trouver un polynéme p(x) qui soit combinaison linéaire des deux polyndmes assignés (i.e. p(x) = a + fx +
yxz) et qui interpole les trois points (—1,-1), (0,0) et (1,-1) :

p(-1)=1, a-PB+y=-1,
p0) =0, < a=0,
p1)=-1, a+p+y=-1,

dotta =0, B=0ety=—1. Le polyndme cherché est donc le polyndme p(x) = —x2. En fait, il suffisait de remarquer
que le polynéme Q € Vec{l, x, x*} pour conclure que le polyndéme p cherché est Q lui méme.

®Exercice 2.6
1. Construire le polyné6me de LAGRANGE P qui interpole les points (-1, 1), (0,1), (1,2) et (2,3).

2. Soit Q le polyn6me de LAGRANGE qui interpole les points (-1, 1), (0,1), (1,2). Montrer qu’il existe un réel A tel que :

Qx)—P(x)=Ax+1x(x—1).

CORRECTION DE I’EXERCICE 2.6. Le polynome d’interpolation de LAGRANGE de degré n sur I'ensemble des n + 1 points
{(xi, i)}, §'écrit

j
pn(x) = § Vi | | ] ]
i=0|  j=0Xi ™ Xj

J#i

1. Icin=3doncona

(x—=x1)(x = x2) (x — x3) (x = xo) (x — x2) (x — x3)
P(x)=yo 1
(x0 — x1) (%9 — Xx2) (x0 — X3) (x1 — x0) (X1 — x2) (X1 — X3)
(x = x0) (x — x1) (x — x3) (x—x0) (x — x1) (x — x2)

V2 s —x0) (2 — x1) (2 — x3) 7> (3 — %) (33 — 1) (X3 — %2)
_ x(x-1(x-2) N x+1Dx-1D(x-2)
B -6 2

(x+1Dx(x—-1) _

—(x+Dx(x—-2)+

2. Par construction

Q(-1)=P(-D),
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Q(0) = P(0),
Q) =P),

donc le polyndme Q(x) — P(x) s'annule en —1, en 0 et en 1, ceci signifie qu'il existe un polynéme R(x) tel que
Q(x)—P(x)=R(x)(x+1)x(x—1).

Puisque P(x) a degré 3 et Q(x) a degré 2, le polyndme Q(x) — P(x) a degré 3, donc le polynéme R(x) qu’'on a mis en

facteur a degré 0 (i.e. R(x) est une constante).
Si on n’'a pas remarqué ca, on peut tout de méme faire tous les calculs : dans ce cas n =2 donc on a

Q) = v (x—=x1)(x—x2) (x—x0) (x = x2) (x—x0)(x—x1)
0 (xo — x1) (X0 — Xx2) ! (x1 — X0) (X1 — Xx2) z (X2 — Xxo) (X2 — x1)

x(x—1)
= —(x+Dx-D+x+1Dx
1ol
2
Ainsi
Q) - P9 = 1 x—x)x-x) [ X-x3 . (x—x)x—x2) [ X-x3
(xo — x1) (g — X2) Xo — X3 (x1 — x0) (X1 — X2) X1 — X3
(x—x)x—x1) [ x—x3| = (x—Xp)(x—x1)(x—xp)
(g - X0) (X2 — x1) X2 — X3 ’ (x3 — x0) (3 — x1) (X3 — x2)
3 (x—xp)(x—x1)(x—x2) (x = xp) (x — x1)(x — x2)
Yo (X0 —x1) (X0 — X2) (X0 — x3)  * " (31 — X0) (X1 — X2) (3] — X3)
(= x0) (x = X1) (X — Xp) _y (x = xo) (x — x1) (x — x2)
: (X2 — x0) (x2 — x1) (X2 — X3) ’ (x3 — xo) (x3 — x1) (X3 — X2)

_ Jo n 1
(xo — x1) (xp — x2) (xo — x3) (X1 — X0) (X1 — x2) (X1 — X3)

Y2 3
o) G- =) (5= x0) () (=) | O T x2)

_ (x+Dx(x-1)
a 6

etAl= %. Sinon directement

Q()P()12+1+1+13122 1=1ip_ ! 1(21)/1(+1)( 1)
X)—PXx)==x"+=-x =X ==X —=x-1==x"—-=x==x(x"-1) = Ax(x X—
2 2 6 2 3 6 6" 6

avec = ¢.

P(x)
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®Exercice 2.7
1. Construire le polyndme de LAGRANGE P qui interpole les trois points (-1, @), (0, 8) et (1, ) ou1 @ et 8 sont des réels.
2. Sia = B, donner le degré de P.

3. Montrer que P est pair. Peut-on avoir P de degré 1?

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.7.
1. Construire le polyndme de LAGRANGE P qui interpole les trois points (—1, a), (0, 8) et (1, a) ou a et § sont des réels.
Le polynome d’interpolation de LAGRANGE de degré n sur I'ensemble des n + 1 points {(x;, yi)}:-lzo s’écrit

j
P =3 |yi]]
i=0|  j=0Xi—Xj

j#i

Icin=2doncona
(x—=x1)(x—x2) (x = xo) (x — x2) (x = x0) (x = x1)
(X0 — X)) (X0 —X2) ' (X1 —X0) (X1 —X2)  *° (%2 — X0) (22 — X1)

P(x) =y

x(x—1) (x+1D(x-1) (x+1)x
a +p +a =
2 -1 2

a a
= Ex(x— D-pfx+Dx-1+ Ex(x+ 1)

:(a—ﬁ)x2+,6.

2. Sia =B, P(x) = @ qui est un polynéme de degré 0.
3. P(—x) = P(x) donc P est pair. Donc P ne peut pas étre de degré 1 car un polynome de degré 1 est de la forme ay+ a; x
qui ne peut pas étre pair.

DExercice 2.8
Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = 1+ x°.
1. Calculer le polynéme py qui interpole f au point d’abscisse x( = 0.

Calculer le polyndéme p; qui interpole f aux points d’abscisse { xo =0,x; = 1}.
Calculer le polyndéme p» qui interpole f aux points d’abscisse {xg =0,x; =1,x, =2}.

Calculer le polyndme ps qui interpole f aux points d’abscisse {xp =0,x; =1,x2 =2,x3 = 3}.

g o w DN

Pour n > 3, calculer les polyndmes p, qui interpolent f aux points d’abscisse {xg =0,x1 =1,...,x, = n}.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.8.
1. Oninterpole I'ensemble {(0,1)} donc po(x) = 1.
2. Oninterpole 'ensemble {(0,1), (1,2)} donc p;(x) =1+ x.
3. Oninterpole 'ensemble {(0,1),(1,2),(2,9)} donc pz(x) =1 —2x +3x%.
4. f € R3[x] et comme il existe un seul polynd6me de degré au plus 3 qui interpole quatre points ce polyndme coincide
forcement avec f donc p3 = f.

5. f € R,[x] pour tout n = 3 et comme il existe un seul polynéme de degré au plus 3 qui interpole quatre points ce
polyndéme coincide forcement avec f donc p,, = f pour n = 3.

®Exercice 2.9
Soit V,, la matrice de VANDERMONDE :
2 n
1 ap a(z) a
1 o a% ay
V, = 1 a a; ay
1 a, d al!
Quel est le lien entre cette matrice et 'interpolation polynomiale de I'ensemble de points { (a;; b;) };’:0 ?
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CORRECTION DE 'EXERCICE 2.9. Soit p(x) = X1 cix' le seul polynéme de degré n qui interpole 'ensemble de (7 + 1)
points { (a;; b;) }fzo, i.e.b;=pla;) = ;’:0 c;a'. Alors le vecteur ¢ = (¢, ¢1,...,¢n) . est solution du systéme linéaire Vc = b.

®Exercice 2.10
Vérifier que le polyndme d’interpolation d' HERMITE d'une fonction f en un point coincide avec le polynéme de TAYLOR
d’ordre 1 de f en ce point.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.10. Le polynome d’interpolation ' HERMITE en un point (xo, f (xo), f’(x0)) est'unique po-
lyndme ¢ € Ry [x] qui vérifie q(xg) = f(xp) et g'(xp) = f'(xp). On cherche alors ag et a; tels que g(x) = ag+ a; x :

q(xo) = f(x0), — ap + a1xo = f(xo), — ap = f(xo) — xof' (x0),
q'(xo) = f'(x0), a = f'(x), ay = f'(x),

donc g(x) = f(xg) + (x — x0) f (x0).

®Exercice 2.11

Soit f une fonction de classe €' et xy € 2 r le domaine de définition de f. Soit £ le polynome d’interpolation de LA-
GRANGE de f en xj et h le polynéme d’interpolation ' HERMITE en xg. Calculer h(x) —£(x).

CORRECTION DE 'EXERCICE 2.11. Le polyndme d’interpolation de LAGRANGE de f en xj est 'unique polynéme ¢ € Ry[x]
qui vérifie £(xg) = f(xp), donc £(x) = f(xp). Le polyndme d’interpolation d'HERMITE de f en x; est 'unique polynéme
h € Ry [x] qui vérifie h(xg) = f(xo) et h'(x9) = f(xp). On cherche alors ag et a; tels que h(x) = ag+ aj x :

h(xo) = f(xo), ap + a1 xo = f (xo), ap = f(xo) — xof (x0),
— —
1 (x0) = f'(x0), a1 = [ (x0), a1 = f'(x0),

donc h(x) = f(xg) + (x — x0) f (x0) et h(x) — £(x) = f(xo) + (x — x0) f' (x0) — f (x0) = (x — x0) f' (x0).

& Exercice 2.12
Soit f: R — R une fonction de classe €' (R) qui s’'annule au moins une fois et dont la dérivée ne s’annule pas. Soit xy € 2 r
donné. Pour i € N construisons la suite (x;); comme suit : x;,; est la racine du polyndme interpolateur ' HERMITE de f
en x;. Quelle méthode reconnait-on ? Justifier la réponse.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.12. Le polyndéme d’'HERMITE d’une fonction f en x; a équation q(x) = f(x;)+(x—x;) f'(x;) :
fxi)
)

il s’agit de la droite tangente au graphe de f en x;. On cherche x;41 tel que f(x;) + (x — x;) f'(x;) =0, d’olt ;41 = x; —
On a alors la suite définie par récurrence

£ (xi)

X donnée,
Xi+1 = Xi — )

qui correspond a la méthode de NEWTON pour I'approximation de la racine de f.

®Exercice 2.13
Soit f une fonction de classe ¢! ([-1,1]) et p le polyndome interpolateur ' HERMITE (de degré < 3) de f vérifiant

p-D=fD, pED=fD,  pO=fO), pAO=Ff.

Ecrire le polynéme p.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.13. On a deux points d’'interpolation (n = 1), on cherche alors un polynéme de R3[x]. On a
deux méthodes pour calculer le polynéme interpolateur ' HERMITE :

Premiére méthode : le polynome interpolateur ' HERMITE s’écrit

0 =34 [y -2 - xpen+ .- x| [ ] e xy)” ) y 1

X) = 1 — 2\ X—X;)C; AX—X; D E—— ou Ci = .

p = Vi i)Ci)tY; i i = xj)2 i Sxi-x;
J#i J#i
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Pour n =1 on aalors

() = (1—2(x—x)( ! ))((x—xl))2+ ’(x—x)((x_xl))2
S "= N =) 70 o — x1)

o 1 x-x0) \* ((x—xo) )2
+y1(1 2l X1)(x1—x0))((x1—xo)) e (x1—-x0))

Dans notre cas xo = —1, x1 = 1, yo = f(=1), y1 = f(1), yy = f'(=1), y; = f'(1) donc

p(x) = i [f=D(x+2)(x—D*+ f/(~Dx+D(x—D*+ fF()R2 -0 (x+ D+ f (1D (x— D (x+1)?

:}1[f(_l)(x3—3x+2)+f/(_1)(x3_xz_x+1)+f(1)(_x3+3x+2)+f/(l)(x3+x2_x_l)]

:2f(—1)+f’(—1)+2f(1)—f/(1)+3f(1)—3f(—1)—f’(—l)—f/(l)x
4 4
! _ fl(_ _ 1o _ /
+f(l) 4f( 1)x2+f( D+ f( li f(1)+f(1)x3.

Le polynome interpolateur ' HERMITE est donc le polynéme
p(x) =a+Bx+yx*+6x°

ol

. 2f=D+2fM+ ' -f'() = =3f(-D+3f)-f'-1)-f'(1)
4 ' - 4 '
_=f'=D+ ) CfED-FfO+ED+ D)
Y|ty 0= 4 '

Deuxiéme méthode : le polynome interpolateur ' HERMITE est un polynome de degré 2n + 1. On cherche donc un poly-
nome
p(x)=a+pfx+yx*+6x°
tel que
p-D=fD, pED=fD, pM=fO), PO=fO,

c’est-a-dire tel que

a-B+y-0=f(-D),

a+pf+y+o=fQ),

B-2y+38 = f'(-1),

B+2y+36=f"(1).

En utilisant la méthode d’élimination de GAUSS on obtient :

1 -1 1 -1| f(-=1 1 -1 1 -1 f(=1)
(Alb] = I 1 1 1| f() |L-l-, | 0 2 0 2 |fM-fD
“lo 1 -2 3/|f(-1 0 1 -2 3 f'=1
o 1 2 3| fu 0 1 2 3 '
Lelal, (1 -1 1 -1 f=1) 1 -1 1 -1 f(=1)
Li—Ly-i; [ O 2 0 2 fQ)-f=D Li—Letlz3 | O 2 0 2 f-f=1
- _ 1y - fO-fED | T _ 11y SW-f=D
0 0 -2 2| fD P 0 0 -2 2 , f(,l) S
0o 0 2 2| fy-—— 0 0 0 4 |fO+f(-D-fM+f(-D
ainsi
. 2f(=D+2fM)+ f'(-1)- f') = -3f(-D+3f1) - f'(-D - f'(Q)
4 ’ a 4 '
=D+ fED-FfO+ED+ D)
Yt 0= 2 :
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& Exercice 2.14
1. Construire le polyn6me de LAGRANGE p qui interpole les points (—1,0), (0,0), (1,0) et (2,0).
2. Construire 'ensemble des polyndmes de degré 4 qui interpolent les points (-1,0), (0,0), (1,0) et (2,0).
3. Construire le polyndéme d'HERMITE Q qui interpole les points (—1,0,1) et (2,0,—-1).

CORRECTION DE U'EXERCICE 2.14.
1. Le polynome d’interpolation de LAGRANGE de degré n sur I'ensemble des n + 1 points {(x;, y;)}"_, s’écrit

n n x—x:
X —Xj

pn) =) |yi]

i=o| j=0Xi—Xj
J#i

Icin=3ety;=0pouri=0,1,2,3 donc p3(x) =0.

2. Comme les points donnés appartiennent tous a la droite d’équation y = 0, il s’agit de construire les polynémes de
degré 4 qui ont 4 racines réelles distinctes { x1, X2, X3, x4 }. Ils sont tous de la forme 7, (x) = a(x — x1) (x — x2) (x — x3) (x —
X4);icidonc rg(x) =a(x+Dx(x—1)(x—2) = a(x*-2x3—x%+2x).

3. Etant donné n+1 points distincts xy, ..., X, et n+1 couples correspondantes (3o, y(’]), eees (¥, V), le polynome d' HERMITE
Q de degré N =2n+1 tel que Q(x;) = y; et Q'(x;) = y}, pour i =0,...n s’écrit

n

Lit) = 11 5=,
J#i
n L n 1
QM) =Y yiAi(0)+yBi(v) eRylx]  ou %= L s
i=0 .
J#i

Ai(x) = (1 -2(x—x;)¢;)(Li(x))?,
Bi(x) = (x — x;)(Li(x)%

Ici n =1 etle polynome d’'HERMITE s’écrit
Q(x) = yo Ao+ yyBo+ y1A1 + yyB1 = Bo— By
X— X1 2 X — Xo 2 x=2)\2 x+1
= (x —xo) - (x—x1) =@x+D|— | ~(x-2)[——
X0 — X1 X1 —Xo -3 3
(=24 D) - (x-2)(x+ 1D -3(x-2)(x+1)  —x*+x+2
- 9 - 9 - 3

2

Si on a oublié la formule, il suffit de remarquer qu’'on cherche un polynéme de degré 3 qui a comme racines —1 et 2
et donc qui s'écrit Q(x) = (x + 1) (x —2)(ax + b) = ax® + (~a+ b) x> + (~b—2a) x — 2b; de plus on sait que Q'(-1) = 1 et
Q'(2) = -1, on trouve alors a et b en résolvant le systeme linéaire

3a(-1)2+2(-a+b) (-1 +(-b-2a)=1, 3a+2a-2b-b-2a=1, a=0,
— —
3a(2)®+2(-a+b)(2) +(~b—-2a) = -1, 12a—-4a+4b—-b-2a=-1, b=-1/3.
On obtient le polynome Q(x) = =XUx=2),
Une autre idée pour calculer le polynéme Q sans utiliser la formule ni la remarque précédente est de calculer directe-
ment le polynome selon la définition : on cherche un polyndme de degré 3, donc de la forme Q(x) = ag + a; x+ a; x> +
azx3, qui vérifie Q(-1) =0, Q(2) =0, Q'(-1) = 1 et Q'(2) = —1. On doit alors résoudre le systéme linéaire

ap —a; +ap —a3x3 =0

apg+2a1+4a, +8asx® =0

a—-2a; +3asx® =1

a1+4a2+12a3x3= -1

qu’on peut réécrire sous la forme Aa =b avec

1 -1 1 -1 ap 0
_ 1 2 8 a1 _ 0
A=lo 1 2 3| e & P
0 1 4 12 as -1

88 (© G. FACCANONI



Jeudi 27 aoiit 2015 2. Interpolation

On utilise la méthode d’élimination de GAUSS :

1 -1 1 -1 0 1 -1 1 -1 0
|1 2 4 8 0 | Ly—Lo-Ly 0 3 2 9 0
(Alb) = 0 1 -2 3 1 0 1 -2 3 1
0 1 4 12| -1 0 1 4 12| -1
Ly Ls—Lp/3 1 -1 1 -1 0 1 -1 1 -1/(0
Ly—Ly—L3/3 0 3 2 9 0 | Ly—IL4+I3 0 3 2 910
0 0 -3 0 1 0 0 -3 0|1
0 0 3 9| -1 0 0 0 910
et finalement on obtient ) )
a =—, ag=—,
173 073
ra(x)
[/ \_/\\ X p3(X)
Qx) “y=-x+2
®Exercice 2.15
Montrer qu’il n’existe aucun polynéme p de R3[x] tel que
p(=1)=1, p'-1)=1, p'a) =2, p2)=1.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2.15. Si on écrit p(x) = ap+ a1 x + a>x% + a3x3, on cherche quatre coefficients ay, a1, az, as
solution du systéme linéaire

1 -1 1 -1\ /[ag 1
0 1 -2 3|[a]|_|[1
0 1 2 3 la| |2
1 2 4 8)\a 1
Comme
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
rg o 1 -2 3 —3 rg o 1 -2 3 1 -4
0 1 2 3 ’ 0 1 2 3 2 ’
1 2 4 8 1 2 4 8 1

le systeme linéaire n'admet pas de solutions. (On arrive a la méme conclusion en utilisant la méthode du pivot de GAUSS).

®Exercice 2.16
Lespérance de vie dans un pays a évoluée dans le temps selon le tableau suivant :
Année 1975 1980 1985 1990
Espérance 72,8 74,2 75,2 764
Utiliser I'interpolation de LAGRANGE pour estimer I'espérance de vie en 1977, 1983 et 1988. La comparer avec une inter-
polation linéaire par morceaux.
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CORRECTION DE U'EXERCICE 2.16. Le polynome d’interpolation de LAGRANGE de degré n sur I'ensemble des n + 1 points
{Cxi, i)}, §'écrit

n n y—x:
X—Xj

P =Y |yi]]

i=0| j=0%Xi—Xj

Jj#i
Ici n = 3 et si on choisit de poser xy = 0 pour 'année 1975, x; =5 pour 'année 1980 etc., on a
B (x —x1) (x — x2) (x — X3) (x — x0) (x — x2) (x — X3)
P(x)=yo 1
(%0 — x1) (%o — x2) (%0 — Xx3) (21 = x0) (x1 — x2) (%1 — x3)
(x = x0) (x — x1) (x — x3) (x — x0) (x — x1) (x — Xx2) _
? (2 = x0) (2 —x1) (X2 — x3) (X3 — X0) (3 — x1) (X3 — *x2)
—728 (x—=5)(x—10)(x—15) 1742 (x—=0)(x—10)(x—15)
(0-5)(0-10)(0—-15) (5-0)(5-10)(5-15)
1752 (x=0)(x—=5)(x—15) 76,4 (x=0)(x—=5)(x-10) _
(10-0)(10-5)(10—-15) (15-0)(15-5)(15-10)
 —72,8(x—5)(x — 10) (x — 15) +3 x 74,2x(x — 10) (x — 15) — 3 x 75,2x(x — 5)(x — 15) + 76,4x(x — 5) (x — 10)
B 750

On a alors que

x l'espérance de vie en 1977 correspond a P(2) = 73,45,

* l'espérance de vie en 1983 correspond a P(8) = 74,81,

* l'espérance de vie en 1988 correspond a P(13) = 75,86.

Si on consideére une interpolation linéaire par morceaux (splines de degré 1) ; on obtient que I'espérance de vie est sous-

estimé en 1977 et sur-estimé en 1988 par rapport a l'interpolation précédente car

&

74,2-72,8

x l'espérance de vie en 1977 correspond a “E2+72,8=73,36 < P(2),
* 'espérance de vie en 1983 correspond a %8 +73,2=74,8 ~ P(8),
« l'espérance de vie en 1988 correspond a 22=74213 72,8 = 75,92 > P(13).
y
76)4 777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 = P(x)
75,86 |
|
75,2 F = m m 1
74,81 | |
742 e e l l
73,45 | | |
72,8 | | |
l l l
| | |
1975 1977 1980 1983 1985 1988 1990
Exercice 2.17

Pour calculer le zéro d'une fonction y = f(x) inversible sur un intervalle [a; b] on peut utiliser I'interpolation : aprés avoir
évalué f sur une discrétisation x; de [a; b], on interpole 'ensemble { (y;, x;) }:.1:0 et on obtient un polynéme x = p(y) tel
que

fx)=0 = x = p(0).

Utiliser cette méthode pour évaluer 'unique racine a de la fonction f(x) = e* —2 dans I'intervalle [0; 1] avec trois points
d’interpolation.

Comparer ensuite le résultat obtenu avec ’approximation du zéro de f obtenue par la méthode de Newton en 3 itérations
a partir de xo = 0.

CORRECTION DE L'EXERCICE 2.17. Calculons d’abord les valeurs a interpoler

90

X Vi
0 0 -1

1
1 3 e—2
2 1 e—2
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Le polynome d’interpolation de LAGRANGE de degré n sur I'ensemble des n+ 1 points {(y;, x;)}_, s’écrit

n

ny-Yj
pun =Y |u [ 222
! l;o ljl:[oJ/i_J/j
i

Icin=2doncona
Y=y (y—y2) o Y=y (y—y2) o Y=y (y—y1)
o=y (o—y2) 1=y (y1—=y2) Y2 =y0)(y2—y1)

1 y+1)(y—e+2) y+1)(y—ve+2)
2(e-2+1)(Ve-2-e+2) (e-2+1)(e—-2—-e+2)

p(y) = Xo

—et2 —Ve+2 ~0.7087486785.

Par conséquent une approximation de la racine de f est p(0) = % Vemi/eren T eaDe2verD

La méthode de Newton s’écrit

X0 =0,
k2 2
xk+1=xk—eTk=xk—1+eTky

on obtient ainsi la suite

k Xk

0 0

11

2 25 ~0.7357588825

3 £¢- 2 20.6940422999

® |

ee

Remarque : comme il n'y a que trois points d’interpolation, on pourrait calculer directement le polyndme interpolateur
de f plutdt que de sa fonction réciproque et chercher les zéros de ce polynéme directement car il s’agit d'un polynéme de
degré 2. Cependant cette idée ne peut pas étre généralisée au cas de plus de trois points d’interpolation car on ne connait
pas de formule générale pour le calcul des zéros d’'un polynome de degré n = 3.

®Exercice 2.18
Soit f une fonction continue dont on connait les valeurs uniquement pour ¢ entier, c’est-a-dire on suppose connues les
valeurs f(x) pour toutx € Z. Si t € R\ Z, on définit une approximation p(t) de f(¢#) en interpolant la fonction f par un
polyndéme de degré 3 aux quatre points entiers les plus proches de ¢. Calculer p(t) et écrire un algorithme qui fournit
p(1).

CORRECTION DE LEXERCICE 2.18. Soit ¢ = E[¢] la partie entiere? de t. Alors t € [£; € + 1] et il s’agit de définir le polynome
p interpolant les points

x-1,f(x-1), x, f(x)), x+1, fx+1), (K +2, f(x+2)),

ce qui donne

3 3 : 3 3 :
. t—(xk—14+7) . t—x+1-
PO)=) | fx-1+)[] : L =) | fx=1+1) tmxr i
=0 joo K=1+D)=(K=1+))| 5 j=o =]
J#i J#i
K—1 K
:—%(t—K)(t—K—l)(t—K—Z)+%(t—1<+1)(t—1<—1)(t—1<—2)
K+1 K+2
—%(t—x+l)(t—x)(t—x—2)+%(t—x+l)(t—x)(t—x—l)
Require: f: Z—R, ¢t
K — E[t]
Xp—k—1
2. Pour tout nombre réel x, la partie entiére notée E(x) est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x. Par exemple, E(2.3) = 2, E(-2) = -2 et

E(-2.3) = -3. La fonction partie entiere est aussi notée [x] (ou |x] par les anglo-saxons). On a toujours E(x) < x < E(x) + 1 avec égalité si et seulement si x
est un entier relatif. Pour tout entier relatif k et et pour tout nombre réel x, on a E(x + k) = E(x) + k. Larrondi a I'entier le plus proche d’'un réel x peut étre
exprimé par E(x +0.5).
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X1 <K
Xo —K+1
X3 —K+2
y<—0
fori=0to3do
L1
for j=0to3do
if j # i then
t—x]'
L— x L
xi—xj
end if
end for

y—=y+fxi)xL
end for
return y

®Exercice 2.19

1. Calculer le polynéme p de LAGRANGE qui interpole la fonction f(x) =

X = 4. Esquisser les graphes de f et de p pour x € [1,4].

2. Vérifier que I'erreur £(x)

= f(x) -

culer ensuite X 2 10~! prés (on pourra utiliser la méthode de dichotomie).

3. Comparer la fonction ¢ avec I'’estimation théorique de I’erreur.

CORRECTION DE ’EXERCICE 2.19.

1. f estune hyperbole et p estla parabole qui passe par les points (1,4), (2,2) et (4,1) : p(x) =

2. Onaex) = f(x)—px) =
comparaison des graphes des fonctlons u: x—
l'intervalle [1,2] et une solution dans l'intervalle [2,4] (en effet, £/(1) = u(1) — v(1) =2.5

——7+ x——x .Comme &'(x) =

1.5-1>0ete’(4) =u@)-v@)<0).0Onace"(x) =

de dichotomie. Pour que l'erreur soit inférieur a 107}, il faut E (log2 (

%—xetv.x~> 4
X2

montre que &'(x) =

5—X— —2, il s’agit de trouver X tel que €' (x) =

$ aux points d’abscisse xp = 1, x; = 2 et

p(x) prend sa valeur maximale en un unique point X dans l'intervalle [2,4]. Cal-

x ——x+7

0. Une simple

0 admet une solution dans
-4<0,2) =u@)-vR) =
—1+8/x3 : Perreur étant convexe pour x < 2 et concave pour x > 2, on

conclut qu’elle prend sa valeur maximale pour x = % € [2,4]. On cherche alors % € [2,4] tel que /(%) = 0 par laméthode

2))+1=E(2log,(2) +10g,(5)) + 1 = 5 étapes :

k 0 1 2 3 4 5
la, by] [2,4] [3,4] 3,1 3, 1] 3,2 (2. 2]
7 13 25 49 99
Uk 3 3 T T 16 3
by — ay. 2>107! 1>1071 0.5>1071 0.25>107"! 0.125>10"1 | 0.0625< 107!

Lerreur prend sa valeur maximale pour ¥ = %

=3.09375 et vaut €(X) =

0.01166653913.

3. Comparons ce résultat avec I'estimation théorique de l'erreur : n = 2 et f est de classe €°°([1,4]), donc pour tout

x€e[l,2] il existe ¢y €

Comme £(x) =

92

[1,4] tel que

Etheorlque (x) =

"
TACE) (‘rx) 2T (-1 (x-2)(x—4) =

4 _7+Ix-1x% onobtient eMéoriaue = ¢ gsi ¢, = V/6x.

3
—€—4(x3—7x2+14x—8).

X
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Dans ce chapitre on va étudier des méthodes pour approcher les intégrales de fonctions. On sait bien qu’il n’est pas toujours
possible, pour une fonction arbitraire, de trouver la forme explicite d’'une primitive. Par exemple, comment peut-on tracer
le graphe de la fonction erf (appelée fonction d’erreur de GAUSS) définie comme suit ?

Calculer [ f f(x) dx ou f est une fonction donnée

erf: R— R

2 fx 2
X— — e ' dr
Vv Jo

Mais méme quand on la connait, il est parfois difficile de I'utiliser. C’est par exemple le cas de la fonction f(x) = cos(4x) cos(3sin(x))
pour laquelle on a
n 81 & (—9/4)k
dx=n— —_—
fo OO de=m78 ) s ay

on voit que le calcul de I'intégrale est transformé en un calcul, aussi difficile, de la somme d’une série. Dans certains cas, la
fonction a intégrer n'est connue que par les valeurs qu’elle prend sur un ensemble fini de points (par exemple, des mesures
expérimentales). On se trouve alors dans la méme situation que celle abordée au chapitre précédent pour I’approximation
des fonctions. Dans tous ces cas, il faut considérer des méthodes numériques afin d’approcher la quantité a laquelle on
s'intéresse, indépendamment de la difficulté a intégrer la fonction.

Dans les méthodes d’intégration, 'intégrale d’'une fonction f continue sur un intervalle borné [a, b] est remplacée par
une somme finie. Le choix de la subdivision de I'intervalle d’intégration et celui des coefficients qui interviennent dans la
somme approchant I'intégrale sont des critéres essentiels pour minimiser |'erreur. Ces méthodes se répartissent en deux
grandes catégories : les méthodes composées dans lesquelles la fonction est remplacée par un polynéme d’interpolation
sur chaque intervalle élémentaire [x;, x;+1] de la subdivision de [a, b] (i.e. [a, b] = U;[xi, x;+1]) et les méthodes de GAUSS
fondées sur les polyndmes orthogonaux pour lesquelles les points de la subdivision sont imposés.

3.1. Principes généraux

Soit f une fonction réelle intégrable sur I'intervalle [a; b]. Le calcul explicite de I'intégrale définie I}, (f) = [, f fx)dx
peut étre difficile, voire impossible. On appelle formule de quadrature ou formule d’intégration numérique toute formule
permettant de calculer une approximation de I, (f). Une possibilité consiste a remplacer f par une approximation fet
calculer Ii4.3 (f) aulieu de I;4.p) (f). En posant ;4.5 (f) = 145 (f), on définit

b ~
fan(= [ Foodx
a

Si f est de classe €° sur [a; b], I'erreur de quadrature Ejgp () = 145 (f) — Iia;by ()| satisfait

b ~ ~
sf |f(x) - f(x)|dx < (b— @) max |f(x) - f(x)l.
a xela;b)

b ~
Egn (f) = U fx) - fx)dx
a

Lapproximation f doit étre facilement intégrable, ce qui est le cas si, par exemple, f est un polynéme.
Une approche naturelle consiste a prendre f = Y."" | f(x;)L;(x), le polynome d’interpolation de LAGRANGE de f sur un
ensemble de n + 1 noeuds distincts {xi}ﬁz(’)’. Ainsi on aura

- U b noX—Xj
Tiasn) () = Tiamy () = ) (f(xi)f Li(x)dx) ot Li=[]—=L.
i=0 a j=0 Xi—Xj
J#i
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I s’agit d'un cas particulier de la formule de quadrature suivante
~ n
T () = }_ aif(x2)
i=0

qui est une somme pondérée des valeurs de f aux points x; : on dit que ces points sont les nceuds de la formule de quadra-
ture et que les nombres a; € R sont les coefficients ou encore les poids.

La formule de quadrature de LAGRANGE peut étre généralisée au cas oil on connait les valeurs de la dérivée de f : ceci
conduit a la formule de quadrature ' HERMITE. Les formules de LAGRANGE et ' HERMITE sont toutes les deux des formules
de quadrature interpolatoires, car la fonction f est remplacée par son polynéme d’interpolation.

B Définition Degré dexactitude

On définit le degré de précision (ou d’exactitude) d'une formule de quadrature comme le plus grand entier r = 0 pour
lequel la valeur approchée de I'intégrale (obtenue avec la formule de quadrature) d’'un polynéme de degré r est égale a
la valeur exacte, i.e. Ij41)(q) = Iz (q) pour tout polyndome q € R, [x]. Autrement dit, une formule de quadrature est dite
d’ordre r si elle est exacte sur R, [x] et inexacte pour au moins un polynéme de degré strictement supérieur a r.

JAstuce
Pour vérifier qu'une formule de quadrature est d’ordre r il suffit de vérifier qu’elle est exacte sur une base de R, [x] (par

exemple la base canonique) et inexacte pour un polyndéme de degré r + 1 (par exemple le polynome x”*1). En effet, si g
est un polynéme de R, [x], il existe ay, a,..., a; tels que g(x) = ZL:O akxk. Alors

r

b r b
Lian (q) = qx) dx = Z (ak (f xk dx)) = Z (akf[a;b] (xk)).
a k=0 a

k=0

Pour vérifier qu'une formule de quadrature I,.,; a degré de précision r il suffit alors de vérifier que I;4p) (x*) = Ij45; (x*)
pour tout k=0...r.

#Théoreme
Toute formule de quadrature interpolatoire utilisant 7 + 1 nceuds distincts a un degré de précision au moins égale a n.
En effet, si f € R, [x], alors le polyndome d’interpolation coincide avec f.

La réciproque aussi est vraie : une formule de quadrature utilisant 7 + 1 nceuds distincts et ayant un degré de précision au
moins égale a n est nécessairement de type interpolatoire. Le degré de précision peut méme atteindre 27 + 1 dans le cas
des formules de quadrature de GAUSS.
@ Définition Stabilire

| Une formule de quadrature Ij,.p (f) = o aif(x;) estdite stable s'il existe M € R} telque X.7" la;| < M.

#Théoreme
| Une méthode de quadrature de type interpolation est convergente sur € [a; b] ssi les formules sont stables.

@ Définition Formule de quadrature composite
On décompose l'intervalle d’intégration [a; b] en m sous-intervalles [y;;yj+1] tels que y; = a+ jH ou H = b;m“ pour

Wm1" .
et de poids
k=0

j=0,1,...,m. On utilise alors sur chaque sous-intervalle une formule interpolatoire de nceuds {xk

; n
{ ascj) }k—o (généralement la méme formule sur chaque sous-intervalle). Puisque

b m=1 ryiq m—1
o= [ foodr="Y [ feadx= T Ty,
a j=0"Yj j=0

une formule de quadrature interpolatoire composite est obtenue en remplacant I,z (f) par

"’il 70 '"Z_l 2": G 0 )
I ()= a; flx)
izo yj;yjal 20 k=0 k k

N ~ 7
ou I[}’j;}’j+1](f) = I[J’j;yj+1](f)'
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Uncommon methods
of numerical integration

PROF, INSTEAD OF USING RECTANGLES OR
TRAPEZOIDS CAN WE USE OTHER SHAPES?

LIKE A PENIS?

2 Q g

THE PENIS METHOD

1102 ®
wo3 ewpads

f(x)
Xo X1 Xz X b
M I
a b D b
f flz) dem Y R
a i=1
CAN ANYONE TELL ME
IF THIS IS AN THE PENISES ARE
OVERESTIMATE SMALLER THAN
OR LNDERESTIMATE WHAT WE WANT...

FOR THE TRUE AREA?

@ / @
BTN
: YES, SARAH?

THAT IS CORRECT!
IN ORDER TO GET WHAT WE WANT, WE
WOULD NEED INFINITELY MANY PENISES!

Souvent on définit d’abord une formule de quadrature sur I'intervalle [0; 1] ou sur I'intervalle [—1;1] et puis on la généra-
lise a I'intervalle [x;; x;+1] par un changement de variable affine.

L Astuce Changement de variable affine
Soit x € [a; b] et soit y € [c; d]. On considere une fonction de classe € ([a; b))

g: la;bl — [c;d]
x—y=8)

qui envoie 'intervalle [a; b] dans I'intervalle [c; d], c’est-a-dire telle que

gla)=c,
glec) =d.

On a alors

d b
f fndy= f f(g(x)g'(x) dx.
¢ a
Si g’(x) est une constante, i.e. si g est une transformation affine g(x) = mx + g, alors
d b
f f(y)dy:mf flmx+ q)dx.
¢ a

» . rb b
Par conséquent, si [ f(£) dt = X7 a; f(t;) alors [ f(mx+q) dx = X1 a; f(mx; + q).
Pour déterminer cette transformation affine, on doit résoudre le systéme linéaire

gla)=c, ; ma+dq=c,
glo)=d, o mb+q=d.
On obtient
m_d—c _¢b—ad
" b-a’ " b-a
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d..
/m)(/

d—cx+cb—ad
b—a b-a

d-c d-c cb-ad
ff(y)dy e /f(b_ax+ T dx.

Par conséquent y = d’ou

s Exemple
* Transformer I'intervalle [0;1] dans 'intervalle [x;; x; 4] par un changement de variable affine.
Onay=(xj41 —x;)x+x; et

Xi+1 1
|7 oy = G =5 [ i = xx xpds,
Xi
* Transformer I'intervalle [-1;1] dans l'intervalle [x;; x; ] par un changement de variable affine.

X X Xjit1+X, % P
Onay= == x+ =72 qu'on peut réécrire y = x; + (1 + x) =*5—=L et

Xi+1 A | Ly
f fyndy = %‘/ f(xi+(1+x)w)dx_
Xi -1 2

3.2. Exemples de formules de quadrature interpolatoires

{@Définition Formule du rectangle a gauche

e Formule de base La formule du rectangle a gauche est obtenue en remplacgant f par une constante égale a la valeur
de f enla borne gauche de l'intervalle [a; b] (polyndme qui interpole f en le point (a, f(a)) et donc de degré 0), ce
qui donne

5 b
T () = Ty () = Ty (@) = [~ fla) de= b= @ f(@.

Erreur Si f € €¢1([a; b)) alors il existe n €la; b tel que f(x) = f(a) + (x—a) f'(n) et donc I'erreur de quadrature est
majorée par

b ~
Egn (f) = U fx)=fx) dx' = - f(b) dx‘
a)z ,
f (x—a)f'(n) dx| = max| f'(x)[.
la;b]
Degré Le degré de précision de la formule du rectangle a gauche est 0.
» Formule composite On décompose l'intervalle d’'intégration [a; b] en m sous-intervalles de largeur H = =2 avec

m = 1. En introduisant les nceuds de quadrature x; = a+ kH pour k=0,1,..., m—1 on obtient la formule composzte
du rectangle a gauche

m—1 m—1 m-1
10, ()= ;) I () =H kZ_O fxp)=H kZ_O fla+kH).

Erreur Sife€ L([a; b)) alors I'erreur de quadrature est majorée par

H? b-
Elyp () = ZE[xkka](f) m—r[nax|f(x)|—THmax|f(x)|.
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{@Définition Formule du rectangle a droite
» Formule de base Laformule du rectangle a droite est obtenue en remplacant f par une constante égale a la valeur de

f enlaborne droite de I'intervalle [a; b] (polyndme qui interpole f en le point (b, f (b)) et donc de degré 0), ce qui
donne

~ b
Lt (F) = Tias (F) = Tias (F (D) = f Fb) dx = (b-a)f(b).
a
Erreur Si f € €¢1([a; b)) alors il existe 1 €la; bl tel que f(x) = f(b) + (x— b) f' () et donc I'erreur de quadrature est
majorée par
b
f F - fb) dx‘

a)2 (b-a)?

|f ()] <

b ~
Egn(f) = U f(x)—f(x)dx‘ =

(x b)f'(n) dX‘

m%(lf ().

Degré Le degré de précision de la formule du rectangle a droite est 0.

e Formule composite On décompose maintenant l'intervalle d’intégration [a; b] en m sous-intervalles de largeur H =
b 2 avec m = 1. En introduisant les nceuds de quadrature x; = a + (k+ 1)H pour k = 0,1,. —1 on obtient la

formule composite du rectangle a droite

m—1
IHNOE Z Iixgixp) (F) = H Z JETE HkZ fla+(k+1H).
=0 0

Erreur Si f € 6'([a; b)) alors 'erreur de quadrature est majorée par

H? b-
Efh ()= Z Bl () = m—I[nafo )] = THI[nafo )l

@ Définition Formule du rectangle ou du point milieu
e Formule de base Laformule du rectangle ou du point milieu est obtenue en remplacant f par une constante égale a

la valeur de f au milieu de [a; b] (polyndme qui interpole f en le point (‘”b f (‘“h)) et donc de degré 0), ce qui

donne

Lo (D) = T (F) = Tanr (£(%52)) —fabf(%b) de=b-a)f(452).

Erreur Si f € 6%([a; b)) alors il existe ) €] a; b| tel que f(x) = f(%b) + (x— %b)f’ (%h) + % (x— %b)f”(n) etdonc
I'erreur de quadrature est majorée par

E[a;b](f)z‘fbf(X)—f(x)dx‘
f s 7)o - f =) 524 o- 2
1 (b a)3 (b-a)®

" __b — 2| "
f ( )If 2 | 5a maxlf" Gl

Degré Le degré de précision de la formule du point milieu est 1.

e Formule composite On décompose maintenant l'intervalle d’intégration [a; b] en m sous-intervalles de largeur H =
b-a ayec m = 1. En introduisant les nceuds de quadrature xx = a+ k% pour k =0,1,...,2m (i.e. chaque sous-
intervalle [x;; X2k+2] a largeur H et donc X, est sont point milieu), on obtient la formule composite du point

milieu

m—1 m—1 m—1
I (=3 I (D = ) (aksz = X2 f2ie) = H Y fa+@k+ 1Y),
k=0 k=0 k=0
Erreur Sife €2([a; b)) alors I'erreur de quadrature est majorée par
m-1 H3 b-a
(f) = Eix,.: (f) = m—max "(x)] = —— H?>max]| " (x)].
B (D= X Flscneal (N < moyg mad (0] = == Homaxl (0]
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{@Définition Formule du trapeze
e Formule de base La formule du trapeze est obtenue en remplagant f par le segment qui relie (a, f(a)) a (b, f(b))
(polynéme qui interpole f en les points (a, f(a)) et (b, f (b)) et donc de degré 1), ce qui donne

s a a b-
Tt = (P = T (L9219 (5= 1+ @) = [ L9104 )+ @) = = (fl@)+ fw).

Erreur Sife %¢2([a; b)) alors il existe 1) €]a; b| tel que f(x) —f(x) r (mw (x) = O] ('7) (x—a)(x—b) et donc l'erreur
de quadrature est majorée par

b 2 o)
E[a;h](f)z‘f f(x)—f(x)dx'z f Tn(x_a)(X—b)dx
a a

(b-a)®

b
=z ‘f”(”)lf (= a)(x=b) de= 5| f" ) L < =
a

1
max| f" (x)].
[a;b] |f |

Degré Le degré de précision de la formule du point milieu est 1, comme celle du point milieu.

e Formule composite Pour obtenir la formule du trapéze composite, on décompose l'intervalle d’intégration [a; b] en
m sous-intervalles de largeur H = b;m“ avec m = 1. En introduisant les nceuds de quadrature x; = a + kH pour
k=0,1,...,m—1 on obtient la formule composite des trapezes

m—1 B m—1 x —x
i, (H= Z Ty () = kZ %(ﬂxm fxee)
=0

H ™M= m—1
=3 (flx) + fxxs1) = fla)+ Z fla+kH) += f(b)

Erreur Sife€¢ 2([a; b)) alors I'erreur de quadrature est majorée par

3

H b—
E () = Z Birysseon () S m g maxif" (] = Y“HZ max " (o).

{@Définition Formule de Cavalieri-Simpson
» Formule de base Laformule de Cavalieri-Simpson est obtenue en remplacant f par la parabole qui interpole f en a,

en beten &2 “+b (donc un polynoéme de degré 2), ce qui donne
~ X— a+b (x—b) _ _ (x—a) x—&b
Liao1 () = Lign) (f) = Ligy (E é%( 7b)f(a)+ (%fz;z)%zb)f(%b)v“ﬁﬂb))
_ b (x—%b)(x—h) (x—a)(x—b) atb (x—a)(x—%b)
_fa (a_%b)(a_b)f(aﬂ—(%b_a)(%b_b)f(T)+ p e

== (f() 4f( ) f(b))

SIMPSON'S RULE e

L By~ 20 6@ +1§(217) +g0)]

Erreur Si f € 6*([a; b]) on peut démontrer que I'erreur de quadrature est majorée par

5
—a ale(IV)(X)|.

E
(a1 () = 2880 {a;b]

Degré Le degré de précision de la formule du point milieu est 3.

e Formule composite On décompose maintenant I'intervalle d’intégration [a b] en m sous-intervalles de largeur H =
b @ avec m = 1. En introduisant les noeuds de quadrature x; = a + k2 5 pour k =0,1,...,2m (i.e. chaque sous-
1ntervalle [X2k; X2k+2] @largeur H et donc x5+ est sont point milieu), on obtient la formule composite de Cavalieri-
Simpson

m-1 5 m—1 x —x
T D= L Ty (D= L =025 (f O +4f (o) + (o))
k=0 k=0
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3
L

mlm mlm |z

(f Ce2k) + 41 (xor1) + [ (X2p42))

T
(=}

m—1
f@+f)+ Y flxp) +4 Z f(x2k+1))

k=1 k=0

(f(a)+f(b)+mzlf(a+kH)+4lef a+(k+3) ))

k=0

Erreur Sife ¢*([a; b)) alors I'erreur de quadrature est majorée par

m—1 5

¢ Algorithmes
METHODE DU RECTANGLE A GAUCHE METHODE DU RECTANGLE A DROITE
Require: a;b>a; m>0; f: [a;b] - R Require: a;b>a; m>0; f: [a;b] - R
H — b=a H — b=a
m m
s—0 s—0
fork=0tom—1do fork=0tom-1do
s—s+f(a+kH) s—s+fla+(k+1)H)
end for end for
return [ — Hs return [ — Hs
METHODE DU POINT MILIEU METHODE DES TRAPEZES
Require: a;b>a; m>0; f: [a;b] = R Require: a;b>a; m>0; f: [a;b] - R
H b=a H — b=a
m m
s<=0 s L@+
2
fork=0tom—-1do fork=1tom—-1do
s—s+f(a+(k+1)H)
2 s—s+f(a+kH)
end for end for
return [ — Hs return [ — Hs

METHODE DE SIMPSON

Require: a;b>a; m>0; f: [a;b] = R
b-a

s—fl@+fb)+4f (a+4)

fork=1tom—-1do
s—s+fla+kH)+f(a+(k+3)H)

end for

return I<—%s

© G. FACCANONI
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Efy, () = go akiszrrzl () S M oee max| ()] = Zoe HY max| f7(x)]
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a b

(a) Formule du rectangle a gauche.

Xo=a X1 X2 X3 X4 = b X

(b) Formule du rectangle a gauche composite.

\

a b

(c) Formule du rectangle a droite.

1
1
1
1
|
1
1
1
1
1
1
1

1

atb

T

Xo=4a X1 X2 X3 X4 = b X

(d) Formule du rectangle a droite composite.

T
I
I
X1 3

&
s

(e) Formule du point milieu.

Xo=a X2 X4 X6 Xg = b X

(f) Formule du point milieu composite.

1
|
|
|
|
!
|
|
!
!
!
1
!
|
a a+b b
2

(i) Formule de Cavalieri-Simpson.

Xo=a X1 X2 X3 X4 = b X

(h) Formule du trapéze composite.

Xo=a X1 X2 X3 X4 = b X

(j) Formule de Cavalieri-Simpson composite.

FIGURE 3.1.: Exemples de formules de quadrature.
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3.3. Approximation de dérivées
Soit f: R — R une fonction de classe € I®), x; eRet f' sa dérivée. On sait que

. (xi+h) - f(x)
f/(xi):}lli%fxl f(x;

h
_ lim fx)=fxi=h)
h—0 h
_ lim f(xi+h/2)—f(xi—h/2).
h—0 h
Une idée naturelle pour calculer numériquement f’(x;) y

consiste donc a se donner une valeur de & positive assez pe-
tite et a calculer

_fxi+h) = flx) .
) =8} f (i) = ——— ———, 3. Tl
f/(xi) ~ 6zf(xl) = W, (32)
f/(xi) ~ 6hf(x,) = f(x * )th(x ), 3.3) f(x)
On les appelles taux d’accroissement ou différences finies flxi—h)

x adroite (ou progressive) 57,
* a gauche (ou rétrograde) 6,
* centréedy,.

Si f est de classe €2, en écrivant le développement de TAYLOR de f en x autour du point x;

fxi+h) = f(xp) £ hf (x) +h* f" (x;) + O(h®),

on obtient
Flxi+ h})l_f(xi) _ fxe) +hf (x) + hzf;(x,-) +O0((h)*) - f(x2) = f'(x;) + O(h),
Flx) - i(xi —h) _ ) - )+ hf’(x}i) RS0 0D _ i 4o,
flxi+ mz—h fOi=h) _ ) +hf' o) + 2" () + O;f:) — fO) + hf' ) = (2" (ki) _ ')+ Oh?).

Dong, si f est assez réguliere, les différences finies convergent vers f’(x;) lorsque / tend vers zéro. De plus, pour les diffé-
rences finies a gauche et a droite la convergence est d’ordre 1 alors que la différence finie centrée converge a I'ordre 2.

4 Exemple

On compare pour différentes valeurs de £ les valeurs données par ces trois formules pour la dérivée de la fonction sinusen 0 :

from math import *

def DFgauche(f,x,h):
——return (f(x+h)-f(x))/h

def DFdroite(f,x,h):
——return (f(x)-f(x-h))/h

def DFcentree(f,x,h):
——return (f(x+0.5%h)-f(x-0.5%h))/h
def f(x):

——return sin(x)

x=0
for i in range(1,13):

G. FACCANONI 101
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——h = 10%*(-1i)
——dfg = DFgauche(f,x,h)

——dfd = DFdroite(f,x,h)
——dfc = DFcentree(f,x,h)
——print "%5.e %17.15f %17.15f %17.15f" %(h, dfg, dfd, dfc)

On constate qu’a partir de /2 = 1078 la valeur donnée est exacte.

1e-01 0.998334166468282 0.998334166468282 0.999583385413567
1e-02 0.999983333416666 0.999983333416666 0.999995833338542
1e-03 0.999999833333342 0.999999833333342 0.999999958333334
1e-04 0.999999998333333 0.999999998333333 0.999999999583333
1e-05 0.999999999983333 0.999999999983333 0.999999999995833
1e-06 0.999999999999833 0.999999999999833 0.999999999999958
1e-07 0.999999999999998 0.999999999999998 1.000000000000000
1e-08 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000
1e-09 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000
1e-10 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000
le-11 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000
1e-12 1.000000000000000 1.000000000000000 1.000000000000000
{@Définition Erreur de troncature
Les différences
If' (xi) =831, If'(xi) =81,

|f'(xi) = &nl,

sont appelées erreur de troncature. Elles sont d’ordre h et on dit que les différences finies sont consistantes al’ordre 1 en
h.De méme, 'erreur de troncature

est d’ordre h? et on dit que la différence finie est consistante a 'ordre 2 en h. Elle est ainsi plus précise que les formules
de différences finies progressives et rétrogrades.

sRemarque Erreurs d'arrondis

Les erreurs de troncature diminuent lorsque i diminue. En revanche, les erreurs d’arrondis augmentent lorsque h
diminue. En effet, le calcul de 6; se fait avec une précision absolue de 'ordre de 2 x £ x |f(x)|/h ol € = 10712, Par
ailleurs, d’apres 'inégalité de Taylor-Lagrange, on a | f'(x;) — 5$| < %maxl f"(x)|. Linégalité triangulaire entraine alors
If (xi) — ﬂt(6§)| < %maxlf”(x)l + ZEWTX)‘. Une étude rapide de la fonction h — %maxlf”(x)l + 2e|f(TX)| montre que cette

fonction possede un minimum absolu sur R, atteint en & = 2, /5%. Pour une fonction suffisamment réguliere, il

est donc judicieux de choisir une valeur de & qui soit de 'ordre de /€, c’est-a-dire de 1'ordre de 1078.

102

Cette fois-ci on voit apparaitre tres nettement la perte de précision lorsque # est trop petit.

s Exemple
Par exemple, en utilisant le code de I'exemple précédent pour calculer la dérivée premiére de la fonction v/1 + x en 0, on obtient
1e-01 0.488088481701516 0.513167019494862 0.500156421150636
1e-02 0.498756211208895 0.501256289338003 0.500001562517094
1e-03 0.499875062460964 0.500125062539047 0.500000015625002
1e-04 0.499987500623966 0.500012500624925 0.500000000157597
1e-05 0.499998750003172 0.500001250003379 0.500000000014378
1e-06 0.499999875058776 0.500000124969979 0.499999999958867
1e-07 0.499999988079480 0.500000012504387 0.499999999181711
1e-08 0.499999996961265 0.500000008063495 0.499999996961265
1e-09 0.500000041370185 0.500000041370185 0.500000041370185
1e-10 0.500000041370185 0.500000041370185 0.500000041370185
le-11 0.500000041370185 0.500000041370185 0.500000041370185
le-12 0.500044450291171 0.500044450291171 0.500044450291171
1e-13 0.499600361081320 0.500710584105946 0.498490138056695
le-14 0.488498130835069 0.499600361081320 0.499600361081320
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De maniere analogue, la dérivée seconde peut étre approchée par

~ fi+h)=2f(x)+ f(x;i—h)

I x) )E

et on al’estimation d’erreur :

fxi+h)=2f(x)+ f(x;—h)
12

D)+ R (x) + (W2 () + O(()3) =2 f (xi) + f(xi) — hf' (%) + (W2 f" (x7)
- —

= f"(x;) + O(h?).
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kK K X X X Kk kK Kk kk  Codes Python > > x x X k¥ % % % ¥
Voici cinq function python qui renvoient la valeur approchée d’'une intégrale par les méthodes (composites a n inter-
valles équirépartis) du rectangle a gauche, du rectangle a droite, du point de milieu, du trapeze et de SIMPSON. En para-
metre elles recoivent f, la fonction (mathématique) a intégrer, a et b sont les extrémités de I'intervalle d’intégration et n
est le nombre de sous-intervalles de I'intervalle [a, b] (chaque sous-intervalle a largeur (b — a)/n). Elles renvoient la valeur

approchée de [ f f(x) dx.

Méthodes numériques.

import math, sys

def rectangle_gauche_composite(f,a,b,m):
——H = (b-a)/m

——s = 0.

——for k in range(m):

————s += f(a+kx*H)

——return Hxs

def rectangle_droite_composite(f,a,b,m):
——H = (b-a)/m

—s = 0.

——for k in range(m):

————g += f(at+(k+1)*H)

——return Hxs

def milieu_composite(f,a,b,m):
——H = (b-a)/m

——s = 0.

——for k in range(m):
————g += f(a+(2%k+1)*H*0.5)
——return H*s

def trapeze_composite(f,a,b,m):
——H = (b-a)/m

——s = (f(a)+f(b))*0.5

——for k in range(1,m):
————s += f(a+tkxH)

——return H*s

def simpson_composite(f,a,b,m):

——H = (b-a)/m

——s = f(a)+f(b)+f(a+H*0.5)

——for k in range(1l,m):

————g += f(a+k*H)+f (a+(2xk+1)*H*0.5)
——return H*s/6.

et voici quelques exemples d’utilisation de ces méthodes

exemple = 1

if exemple==1:

——n = 100
—a = 0.0
—b =1.0
——def f(x):

—— ——return x**3
——def primitive(x):
—— ——return x**4/4.
elif exemple==2:
——n = 100

——a = 0.0

104 © G. FACCANONI
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—b

=1.0

——def f(x):
—— ——return x**3
——def primitive(x):
————return x**4/4.
elif exemple==3:

——n = 10

——a = -10.0
—Db = 10.0
——def f(x):

—— ——return math.exp(-x**2)
——def primitive(x):
————return 0.

else:

——print "Cas test non defini"

——sys.exit(0)

print
print
print
print
print
print

"x*x Exacte

"Formule
"Formule
"Formule
"Formule
"Formule

", primitive(b)-primitive(a)

du rectangle a gauche composite : ", rectangle_gauche_composite(f,a,b,n)
du rectangle a droite composite : ", rectangle_droite_composite(f,a,b,n)
du point milieu composite : ", milieu_composite(f,a,b,n)

des trapezes composite
de Simpson composite

from scipy import integrate
results = integrate.quad(f,a,b)

print "Avec scipy.integrate 1l’integrale est approchee par ", results[0], "avec une erreure de ", results

-[1]

© G. FACCANONI

", trapeze_composite(f,a,b,n)
", simpson_composite(f,a,b,n)
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VAVVVDVDVDIIVDVDDID Exercices
DExercice 3.1
Estimer f05 12 f(x) dx a partir des données

VRIVVVNVNVIVIINDIDIYD

X 0|11 3s 2 5/2

1.6364 | 1.2500 | 0.9565

fo [ 2

en utilisant
1. laméthode des rectangles a gauche composite,
2. laméthode des rectangles a droite composite,
3. laméthode des trapézes composite.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.1.

_ _5 _ _ b-a _
Onaa=0,b=3etm=>5donch="22"4=7.

b
Méthode f fdt =
) 1(3
Méthode 1 hZf(a+lh) |3 +2+2+16364+12500) 4.1932
m 1 1
Méthode 2 fla+(i+1)h) = 5(2+.2+1 .6364 + 1.2500 + 0.9565) = 3.92145
i:O
m-1 0.9565
Méthode3 h f(a)+ Z fla+ih)+= f(b) +2+2+1 6364 + 1.2500 + ):4.057325

®Exercice 3.2
Etant donnée I'égalité

400, 2 10 ) 2
n=4(f e dx) =4(f e ¥ dx+e) ,
0 0

avec 0 < € < 10744, utiliser la méthode des trapézes composite a 10 intervalles pour estimer la valeur de .

CORRECTION DE U’EXERCICE 3.2. Laméthode des trapezes composite a m intervalles pour calculer I'intégrale d'une fonc-

tion f surl'intervalle [a, b] s’écrit

b 1 m—1 1
f fHdt=h Ef(a)+ Z f(u+ih)+§f(b) avec h =
a i=1

Iciona f(x) = e‘xz, a=0,b=10, m=10d ou i =1 et on obtient

LU, 1 111 1 1 1 1
20100 2 "¢

_+_
et e

bt et et
216 925 | 536 ' 49

b—a

—

1 1 1
—_ =t —,
264 T g8l T 9,100

ainsi en utilisant la fonction trapeze_composite(f,a,b,m) décrite a la page 24 comme suit

import math

def f(x):
return math.exp (- (x**2))

I = trapeze_composite(f,0,10,10)
print (4.*I*x2)

on obtient 7 =~ 4% = 3.14224265994.

®Exercice 3.3

compte l'erreur.

106

Estimer [ sin(x) dx en utilisant la méthode des trapézes composite avec 8 et puis 16 sous-intervalles en prenant en
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CORRECTION DE UEXERCICE 3.3. La méthode des trapézes composite a m + 1 points pour calculer I'intégrale d'une fonc-
tion f surl'intervalle [a, b] s’écrit

b-a
m

b m—1
f f(t)dt:h(%f(a)+ > f(a+ih)+%f(b)) avec h =
a i=1

et'erreur est donné par
b-a
E=— hZ 1
TR
aveca<é<b.

Icionaa=0, b=nr.Avec 8 sous-intervalleson a & = /8 donc

T . 7 .
f sin(o) dr=" [ 4 S gininsg) + 27| < 197423
o 8| 2 & 2

et ’erreur est 5

E=2—sin()
~ 768"

pour ¢ €]0; 7[. Comme on ne connait pas la valeur de ¢, on ne peut pas connaitre E mais on peut en déterminer les bornes :

3 3 3

b4 b4 b4
Emin = —sin(0) =0 E = —sin(w/2) = — = 0.04037

ainsi
n
(1.97423-0) < [ sin(x) dx < (1.97423 + 0.04037) = 2.01460
0
La valeur exacte est bien évidemment 2.

Avec 16 sous-intervalles on a h = 7/16 et les nouveaux nceuds se trouvent au milieux des sous-intervalles précédents :
Xj=m/16+ jn/8=(1+2j)m/16 pour j=0,1,...,7, ainsi

2 16
16 £

sin((1+2j)x/16) = 1.99358

197423 1 Z
=0

n
f sin(x) dx =
0
et le limites de I'erreur deviennent (observons que E est divisé par 4 lorsque & est divisé par 2) :

0.04037
=0.01009

Emin=0 Emax =

ainsi

Y3
1.99358 < f sin(x) dx < (1.99358 4+ 0.01009) = 2.00367.
0

©Exercice 3.4
On considére 'intégrale
21
I=| —dx.
1 X
1. Calculer la valeur exacte de I.
2. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode des trapézes avec m = 3 sous-intervalles.

3. Pourquoi la valeur numérique obtenue a la question précédente est-elle supérieure a In(2) ? Est-ce vrai quelque
soit m ? Justifier la réponse. (On pourra s’aider par un dessin.)

4. Quel nombre de sous-intervalles m faut-il choisir pour avoir une erreur inférieure a 104 2 On rappelle que I'erreur
de quadrature associée s'écrit, si f € €*([a; b)),

(b-a)!

12m?

|Eml =‘ f”((f)‘, §€la; bl.
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CORRECTION DE L'EXERCICE 3.4.
x=2
1. Une primitive de % est F(x) =In(x). La valeur exacte est alors I = [ln(x)] = In(2).
x=
2. La méthode des trapézes composite a m + 1 points pour calculer I'intégrale d'une fonction f sur l'intervalle [a, b]
s'écrit
b-a
—

b 1 m—1 1
f f(ndet=h Ef(a)+ > f(a+ih)+§f(b) avec h =
a i=1

1

Icionaf(x):;,azl,sz,m:3d’0ﬂh:%eton0btient

1(1 1 1(1 3 3 1) 21
I—5(Ef(l)+f(1+1/3)+f(1+2/3)+zf(Z))—§(§+Z+E+Z)—%—0,7-

3. Lavaleur numérique obtenue a la question précédente est supérieure a In(2) car la fonction f(x) = % est convexe. On

peut se convaincre a 'aide d'un dessin que les trapéezes sont au-dessus de la courbe y = 1/x, I'aire sous les trapézes
sera donc supérieure a l'aire sous la courbe. Pour bien visualiser la construction considérons m=1:

1 /\

0.5 T+

0 } 1
05115 2

Cela reste vrai quelque soit le pas & choisi car la fonction est convexe ce qui signifie qu'une corde définie par deux
points de la courbe y = 1/x sera toujours au-dessus de la courbe et par le raisonnement précédant 'aire sous les
trapezes sera supérieure a l’aire exacte.

4. Lerreur est majorée par

(b- Cl)4 "
sup [/
12m? f€]al:)b[ !

[Em| <
Donciciona f(x) =1/x, f'(x) = —1/x? et f"(x) = 2/ x3, ainsi

2 1
max — = —.
12m? e &3 6m?

|Em| <

Pour que |E,| < 107 il suffit que 715 < 107, ie. m > 10?/v/6 ~ 40,8. A partir de 41 sous-intervalles, I'erreur de
quadrature est inférieure a 1074,

DExercice 3.5
On considere I'intégrale

2
I:f In(x) dx.
1

1. Evaluer numériquement cette intégrale par la méthode des trapézes composite avec m = 4 sous-intervalles et
comparer le résultat ainsi obtenu avec la valeur exacte. Pourquoi la valeur numérique est-elle inférieure a la valeur
exacte ? Est-ce vrai quel que soit m ? (Justifier la réponse.)

2. Quel nombre de sous-intervalles m faut-il choisir pour avoir une erreur E,, inférieure a2 10722 On rappelle que,
pour une fonction f de classe ¢, I'erreur de quadrature E,, associée 4 la méthode des trapézes composite avec
une discrétisation uniforme de pas h = (b— a)/ m de l'intervalle [a, b] en m sous-intervalles vérifie

b_
|Em|:'%h2f”(e)‘, £ €la; bl

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.5.
1. Laméthode des trapezes composite a m + 1 points (m sous-intervalles) pour calculer I'intégrale d’'une fonction f sur
I'intervalle [a, b] s’écrit
b-a
—

b 1 m-1 1
f f(ndet=h Ef(a)+ Y f(a+ih)+§f(b) avec h =
a i=1

108 (© G. FACCANONI
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Iciona f(x) =In(x),a=1,b=2, m=4dou h= i et on obtient

§) +f(z) + lf(2)) = l (ln(§) +In §) +ln(z) + lln(2)) ~ 0.3836995094.
2 4) 2 4 4 2 4) 2

=2 b s(3)os

Une primitive de In(x) est F(x) = x(In(x) —1). La valeur exacte est alors I = [x(In(x) — 1)]§z§ =2In(2)-1~=0.386294361.
La valeur numérique obtenue est inférieure a celle exacte quelque soit le pas & choisi car la fonction f est concave, ce
qui signifie qu'une corde définie par deux points de la courbe y = In(x) sera toujours en-dessous de la courbe, donc
'aire sous les trapezes sera inférieure a I'aire exacte. Pour bien visualiser la construction considérons m =2 :

y
1
0.5+ —
0 } i
051152 %
2. Lerreur est majorée par
(b-a) )°

(b—
R sup |f"(©&)=—=— sup If" @I
Eelasbl 12m? Eelasbl

Ona f(x) =In(x), f'(x) = 1/xet f"(x) = —1/x2, ainsi

|Em| <

1 1
max

Epl < Sl
|Eml 12m? éen2l &2 12m2

Pour que |E;;| < 1072 il suffit que 121mZ <1072, ie. m > 10/v/12 =~ 2.886. A partir de 3 sous-intervalles, I'erreur de

quadrature est inférieure 4 1072,

®Exercice 3.6

Ecrire la méthode de NEWTON pour calculer la solution de I'équation

X 1
f e Pdr==
0 3

en proposant une formule de quadrature.

. . P e .
CORRECTION DE L'EXERCICE 3.6. Soit f: R — R la fonction définie par f(x) = [y e™" dt - % On cherche les zéros de cette

fonction par la méthode de NEWTON :

X0 =0,
Xn e—t2 di——

_ f(xn) _ 0 3
Xn+1 = Xn = F,y = n

2
e *n

A chaque étape 7 il faut donc calculer fox” e dr qu’on peut approcher par exemple par la méthode du trapeze :

Xn X
/ et dt=—"(1+e‘xﬁ)
0 2

ce qui donne la suite

Xp =0,
2 2
Xp+1 = %xn - %xnexn + %exn

®Exercice 3.7
Soit f une fonction €*° (R, R).
1. On consideére I'approximation

1
[ ar= S (nr(-+ 1= +r@) enr@)

Quel est le degré de précision de cette formule de quadrature ?
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2. On se donne les points {xi}gzg de subdivision de 'intervalle [a;b] : x; = a+ ih avec h = 22, AT'aide d'un change-
ment de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour I'intégrale
Xi+1

f(x)dx.

Xi

En tirer une formule de quadrature composite pour l'intégrale | ab f(x)dx.

3. Ecrire I'algorithme pour approcher [ f f(x)dx.

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.7.

1. Ona
k| pr(x)=xk f_llpk(x)dx l—lz(llpk(—3/5)+pk(—l/S)+pk(1/5)+11pk(3/5)) Degré d’exactitude
0 1 2 2 au moins 0
1 X 0 0 au moins 1
2 x? 2/3 2/3 au moins 2
3 x3 0 0 au moins 3
4 x* 2/5 446/1875 <3

La formule est donc exacte de degré 3.

2. Soit x = mt + ¢, alors

Xi+1

fx)dx=m f(mt+q)dt avec {xiz—m+q,

xi+l = m+ﬂﬁ

d’ot1 le changement de variable x = x; + (¢ + 1)%. On déduit la formule de quadrature (exacte sur I'espace des
polyndme de degré au plus 3)

Xi+1 . —_ Y 1 . —_ 1
f(x)d_x:u/ f(x,-+(t+l)M)dt
Xi 2 -1 2

Nx’“ [11f( x’“S )+f(,+2 ”15 )+f(,+3—x”15_x")+11f[xi+4—xi+15_xi)].

Soith=xj41—x; = b;n“. La formule précédente se réécrit

Xi+1

f(x)dx~—[11f(xl h)+f 2h

x,+?)+f

3h 4
x,+? +11f xl+?

X
et la formule de quadrature composite déduite de cette approximation est

2h
x,+€)+f

b n=1 rxp h 3h 4
f fode=) f(x)dx~ Z 11f(xl )+f x,+?)+11f(xl+?
a i=04YXi

3. Algorithme d’approximation de |, f fx)dx
Require: a;b>a;n>0; f: [a;b] - R

e bt
s—0
fori=0ton—1do
X—a+ih
s—s+ILf(x+2)+ fla+2)+ flx+3)+11f(x+22)
end for
return I«—ﬁs
®Exercice 3.8

Soit f une fonction € (R, R).
1. On considere 'approximation

f_llf(x)dxzg(zf(—%)—f(0)+2f(%) .
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CORRECTION DE L’EXERCICE 3.8.

Quel est le degré de précision de cette formule de quadrature ?

i+1 f(x) dx

Xi

En tirer une formule de quadrature composite pour I'intégrale |, f f(x)dx.

3. Ecrire I'algorithme pour approcher f: f(x)dx.

2. On se donne les points {xi}ﬁzg de subdivision de I'intervalle [a; b] : x; = a+ ih avec h = b;n“. Al'aide d'un change-
ment de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour I'intégrale

1. Ona
k| pro=x*| [} prode | 2@pr(=1/2) - p(0) +2pi(1/2)) | Degré d’exactitude
0 1 2 2 aumoins 0
1 X 0 0 au moins 1
2 x? 2/3 2/3 au moins 2
3 x3 0 0 au moins 3
4 xt 2/5 1/6 3

La formule est donc exacte de degré 3.

2. Soit x = mt+ q, alors

Xi+1

1 -
fx)dx=m | f(mt+q)dt avec {x, mra
-1

X Xi+1=m+(,

d’ot1 le changement de variable x = x; + (¢ + 1)%. On déduit la formule de quadrature (exacte sur I'espace des
polynome de degré au plus 3)

. i+1+X; Xit1tX;
il xm—xifl Xiy1 = Xi Xit1 = Xi xi + T Xiv1 + Xi T2 thin
X)dx=——— xi+(t+1 dr = 2 - +2f| ——||.
@ e ARG — 2|7 (=5 2| =
Soith=x;.1—x; = b;n“. La formule précédente se réécrit
Xit1 h h h 3h
X)dx= = |2f|xi+—| = flxi+=|+2f|xi+—]]|.
fx,.f() 3 f’4) f(lz f(l 4)]

et la formule de quadrature composite déduite de cette approximation est

b n-1 Xit1 h n-1
f fode=)" fOd= =)
a i=0 X 3

i=0

2f

xﬁ%)—f(xﬁg +2f(x,-+%)].

3. Algorithme d’approximation de ff fx)dx
Require: a;b>a;n>0; f: [a;b] = R
J— b=a
n
s—0
fori=0ton—-1do
X—a+ih
s—s+2f(x+ ) - flx+B)+2f(x+3)
end for
return I«—%s

®Exercice 3.9
Soit f une fonction €*° (R, R). On se donne les points {xi}i(’)’ de subdivision de l'intervalle [a; b] : x; = a+ih avec h = b;n“.
Le but de 'exercice est de trouver une formule de quadrature a n points pour approcher I'intégrale

fubf(x)ln(i) dx.
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1. On désire développer une formule d’intégration numérique de la forme

[ 1f(xnn(i) de = af(p).

Déterminer les valeurs des constantes « et 8 de telle sorte que le degré d’exactitude de cette formule de quadrature
soit le plus élevé possible. Donner ce degré.
1 1 1
f x"In (f) dx= .
0 x (m+1)?

2. Al'aide d’'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour I'intégrale

Xi+1 1 1 dx
j);i f(x)n(;) .

3. Onsubdivise I'intervalle [a; b] en n intervalles [x;; x;+1] de largeur h. En déduire la formule de quadrature compo-
site pour le calcul approché de
b 1
In|—| dx.
J/ rem(5)

Rappel : pour m =0,

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.9.

1. Onpose f(x) = x etonnote I, = fol x™In ()—lc) dx la valeur exacte de l'intégrale et I,,, = @™ la valeur obtenue par la
formule de quadrature. On a
* Iy=1etIy=a:pour que le degré soit au moins 0 il faut choisir a = 1;
*x I = % et I; = aB = B : pour que le degré soit au moins 1 il faut choisir x = % ;
*x I = é eth=ap’= % :le degré d’exactitude est au plus 1.
2. Soit le changement de variable affine
x: [0;1] = [x5 xi41]
t—x=mt+q
tel que

{xi:q’ ie {m:(xiﬂ_xi):h»

Xiz1=m+q, g=xi=a+ih,
alors

Xi+1

1
f(x)ln(i) dx = m[ fimt+q)In
0

X mt1+q) dr
:mf(m31+q):hf(g+xi):hf(a+(i+i)h).

3. On trouve la formule de quadrature composite

fubf(x)ln(%) dx:jg:ijmf(x)ln(i) dxzhnzlf(cH

i=0

S

®Exercice 3.10
Soit f une fonction €*° (R, R). On se donne les points {x,-}ﬁ:" de subdivision de l'intervalle [a; b] : x; = a+ih avec h = b;n“.
Le but de 'exercice est de trouver une formule de quadrature a 2z points pour approcher I'intégrale

b
f f(x)dx. (3.4)

On propose dans un premier temps (question 1 a 4) de construire la formule de quadrature a deux points suivantes :

1
f ) gx)dx = g(—a) +g(a), (3.5)

ou 0 < a <1 estadéterminer.
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4.

. Choisir @ pour rendre la formule de quadrature exacte pour des polynémes de degré le plus élevé possible. Quel

est alors le degré de précision de cette formule de quadrature ?

. ATl'aide d'un changement de variable affine, étendre cette formule de quadrature pour I'intégrale suivante :

" fadv.

Xi

. En déduire une formule de quadrature a 2n points, notée F, pour le calcul approché de (3.4). Cette formule de

quadrature est-elle stable ?

Ecrire I'algorithme du calcul de F.

CORRECTION DE I’EXERCICE 3.10.
1. Ona

k| prx)=xk f_ll prxX)dx | pr(—a) + pr(a) Degré d’exactitude

0 1 2 2 au moins 0

1 X 0 0 au moins 1

2 x2 2/3 2a2 1sia#1/v3,aumoins2sia=1/v3
Soita =1/v/3

3 X3 0 0 au moins 3

4 x? 2/5 2/9 3

Donc la formule de quadrature a degré de précision 1 si a # 1/v/3 et degré de précision 3 si @ = 1/v/3.

Xi+1—Xi

2. Parle changement de variable y = x; + (x + 1) =*5— on déduit la formule de quadrature

Xi+1 . —_ v 1 . —_ Y

Xi 2
Xi+1 — Xi Xi+1 — Xi 1| Xi+1 — X
=T fo(l_\/g)T +f(xi+(1+\/g T) )

3. Sih=xj41—x; = % (i.e. si on considere une subdivision de I'intervalle [a; b] équirépartie) alors on trouve la formule
de quadrature composite (i.e. sur n sous-intervalles et a 2n points)

fabf(X)dJmE )

hn—l
+f

e )45

i=0

i+1—\/g)

aonfiieV))

f(a+h

f(xi+h

i=0

Cette formule de quadrature est stable puisque tous les coefficients sont positifs.

4. Algorithme du calcul de F :
Require: a;b>a;n>0; f: [a;b] = R

et
a1<—a+(1—\/§)h
a2<—a+(1+\/g)h

fori=0ton—-1do
s—s+flar+ih)+ flax+ih)

end for

return [ — %s

Exercice 3.11 Interpolation et Intégration

1. Soit f une fonction de classe €' ([-1,1]) et p le polynéme de LAGRANGE qui interpole f aux points —1, 0 et 1. Ecrire

le polynome p.

2. En déduire une méthode de quadrature pour approcher 'intégrale

1
f fode.
-1

3. Etudier le degré de précision de la formule de quadrature ainsi trouvée.
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4. Alaide d'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour l'intégrale

X2i+2
f f(x)dx.
X2i
5. Soit h = I’Z‘—n“ etx; =a+ihpouri=0,...,2n. On subdivise 'intervalle [a; b] en n intervalles [xy;; X2;+2] de largeur
2h.
Ia L L L h h L L L b
X0 X2i  X2i+1 X2i+2 X2n

En déduire la formule de quadrature composite pour le calcul approché de

b
f fx)dx.

6. Ecrire I'algorithme associé a cette formule de quadrature.

CORRECTION DE ’EXERCICE 3.11.

1. On a trois points, donc le polynéme interpolateur de LAGRANGE est un polynéme de R;[x]. On cherche alors les
coefficients a, f8 et y du polynome p(x) = a + fx +yx? tels que

fE)=a-p+y, (3.62)

f(0) =a, (3.6b)

fM=a+p+y. (3.60)
L'équation (3.6b) donne a = f(0),lasomme (3.6¢)+(3.6a) donne y = w —f(0) etenfinla soustraction (3.6¢)—(3.6a)
donne = —f(l)_zf(_”.

2. On en déduit la méthode de quadrature

FE=D+4F0)+ f(1)
3 .

1 1
f f(t)dt:f p()de=2(a+y/3) =
-1 -1

3. Par construction, cette formule de quadrature a degré de précision au moins 2. De plus

k| pr(x)=x* f_ll pr(x) dx w Degré d’exactitude
3 X3 0 0 au moins 3
4 x* 2/5 2/3 3

La formule est exacte pour les polynémes de degré au plus 3.
4. Soit x = mt+ q, alors

X2i+2 1 Xoi = —1M+ _ Xiv2—Xpj
21 677 . m )

fx)dx=m | f(mt+q)dt avec ie. oier o

Xoj -1 X2i+2 =M+, q= 2 ’

d’ol le changement de variable x = xp; + (£ + 1) w On déduit la formule de quadrature (exacte sur 'espace des
polynoéme de degré au plus 3)

fx”” Xpi42 — X2j
X:

X2 — X2i
o) de = : o Xeiv2 — X2i

6

dr

1 Xoirn — Xoi
f N [f C2i) +4f (ai1) + f (Ra2i42)]
2i -
5. h= % =X;j4+1 —X; pour i =0,...,2n— 1. On subdivise l'intervalle [a; b] en n intervalles [x;; X2;+2] de largeur 2h. On

trouve ainsi la formule de quadrature composite

b n-1 pxsiio n-1 . )
f f@de= Y fdex Y % [f(x2) +4f (x2051) + f (X2142) ]
a i=0YX2i i=0

h =l
= g Z [f(x2i) +4f(x2i+1) +f(.X,'2i+2)]
i=0

h n-1 n-1
=3 |f@+fb)+2 Y o) +4) floi+h)
i=1 i=0

n-1 n-1
= g f@+f+2) fla+2im)+4) fla+2i+ l)h)] .
i=1 i=0
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6. Algorithme du calcul associé a cette formule de quadrature
Require: a;b>a;n>0; f: [a;b] = R
h— b=a
2n

S1 — 0
So— S+ fla+h)
fori=1ton—-1do

s)—s1+ fla+2ih)

So— S+ fla+ i+ 1)h)
end for
return % [f(a)+ f(b)+2s) +4s;]

I s’agit de la méthode de CAVALIERI-SIMPSON composite.

@Exercice 3.12 Interpolation et Intégration

1. Soit f une fonction de classe %' ([0,2]) et p le polynome de LAGRANGE qui interpole f aux points 0, 1 et 2. Ecrire le
polynéme p.
2. En déduire une méthode de quadrature pour approcher 'intégrale

2
f f(ode.
0

3. Etudier le degré de précision de la formule de quadrature ainsi trouvée.

4. Alaide d'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour I'intégrale

X2i+2
f f(x)dx.
Xoi
5. Soit h = bz;n“ etx; =a+ihpouri=0,...,2n. On subdivise I'intervalle [a; b] en n intervalles [x,;; X2;+2] de largeur
2h.
Lll L L L h h L L L Ib
X0 X2i  X2i+1 X2i+2 X2n

En déduire la formule de quadrature composite pour le calcul approché de

b
f fx)dx.

CORRECTION DE I’EXERCICE 3.12.

1. On a trois points, donc le polynéme interpolateur de LAGRANGE est un polyndme de Ry[x]. On cherche alors les
coefficients a, f et y du polynome p(x) = a + fx +yx? tels que

f0) =a,
f=a+p+7y,
f@)=a+2p+4y.

Donca=f(0), f=-3f0)+2f()-1f@ety=1f0)-f()+3 /().
2. On en déduit la méthode de quadrature

2 2
ff(t)dtzf p(t)dt:2a+2ﬁ+§y:f(0)+4];(1)+f(2).
0 0

3. Par construction, cette formule de quadrature a degré de précision au moins 2. De plus

k| pe(x)=xF foz pi(x)dx w Degré d’exactitude
3 X3 4 4 au moins 3
4 x* 32/5 2/3 3

La formule est exacte pour les polyndmes de degré au plus 3.
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4. Soit x = mt+ ¢q, alors

X2i+2 Xo;i=(, m= M’
fx)ydx=m f(mt+ q)dt avec 2= ie. 2
X2j+2 =2m+(q, q = X2i,

d’ou le changement de variable x = w t + x2;. On déduit la formule de quadrature (exacte sur I'espace des
polynome de degré au plus 3)

Koiv Xoiv2 = X2i [P (X2i+2 = X2i Xi+2 = X2
fx)dx= l+2 - fo f( l+2 : l‘+x2i) dr =~ # [f(x2i) +4f (x2i41) + [ (x2i42)] .
X2i
5. h= =Xj4+1 —X; pour i =0,...,2n— 1. On subdivise l'intervalle [a; b] en n intervalles [x;; X2;4+2] de largeur 2h. On

trouve ainsi la formule de quadrature composite

b n-1 pxsiio n-1 oy
f fode=y f fodix Y % [FCea0) + 4 (aie) + f(Xai42)]
a i=0 Y X2i i=0

h n-1
== ) [fl) +4f (x2i41) + [ (x2i42) ]

i=0

w

f@+fb)+2 Z flx2) +4 Z fx2i+h)

wl:

n-1 n-1
f(a) +f(b)+2 Z fla+2ih)+4 Z fla+ @i+ l)h)]
Il s’agit de la méthode de CAVALIERI-SIMPSON composite.

& Exercice 3.13 Interpolation et Intégration

1. Soit f une fonction de classe ¢’ ([0,4]) et p le polynome de LAGRANGE qui interpole f aux points 1, 2 et 3. Ecrire le
polynéme p.

2. En déduire une méthode de quadrature pour approcher 'intégrale

4
f f(ode.
0

3. Etudier le degré de précision de la formule de quadrature ainsi trouvée.

4. Al'aide d’'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour I'intégrale

Xaj+4
f fo)dx.
X4
5. Soit h = Z2 et x; = a+ih pour i =0,...,4n. On subdivise I'intervalle [a; b] en n intervalles [x4;; X4;+4] de largeur
4h.
Ia L L L L h L h L h L ]I L L L L b
X0 Xai  X4i+1 Xai+2 X4i+3 Xai+4 Xan

En déduire la formule de quadrature composite pour le calcul approché de

b
f fx)dx.

CORRECTION DE I’EXERCICE 3.13.

1. On a trois points, donc le polynéme interpolateur de LAGRANGE est un polynéme de Rz[x]. On cherche alors les
coefficients a, f et y du polyndome p(x) = a + Bx +yx? tels que

f=a+p+y,
fR)=a+2p+4y,
fB)=a+36+9y.

Donca=3f(1)-3f@2)+f@3), f=-3fM+4f@)-3f@) ety=1f)-f@+1f).
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2. On en déduit la méthode de quadrature
4 4 64 4
fo £ dt:fo pleydr=4a+86+y = 2 @f () - /2)+2f 3).

3. Par construction, cette formule de quadrature a degré de précision au moins 2.
De plus, f04 x% dx =64 et % (2x13-23+2x 3% = 64 donc la formule est exacte pour les polynémes de degré au moins 3.

4_ 4 4 R B
Enfin, f[;l xtdx = % et tandis que w = % donc la formule est exacte pour les polynémes de degré
au plus 3.

4. Soit le changement de variable affine

x: [0;4] — [x4i; X4i+4]

t—x=mt+q

tel que
et us
x4i =4, L m=ea,
X4iva =4m+q, g =x4i=a+4ih,
alors
X4i+4

4
fx)dx=m | fmt+q)dt = gm(Zf(m+q)—f(2m+q)+2f(3m+q))
X4
_ Xaj4q = Xai 4 . . )
= =5 [2f (i) = flxaiso) + f(xaia)] = Sh(2f (@t it DR) = fla+ @i+2)l) + fla+ @Gi+3)b)].

5. h= ? = Xj41—Xjpour j=0,...,4n—1. On subdivise I'intervalle [a; b] en n intervalles [x4;; X4;+4] de largeur 4h. On
trouve ainsi la formule de quadrature composite

n-1
Y [2fla+@i+Dh) - fla+@i+2)h) +2f(a+ 4i+3)h)].
i=0

n=1 X4

=

=0 X4i

b 4h
f F0dx = fde= 2

®Exercice 3.14

Soit f une fonction €*° (R, R). On se donne les points {x,-}ﬁ:g” de subdivision del'intervalle [a; b] : x; = a+ih avec h = %.
Le but de 'exercice est de trouver une formule de quadrature a 2n + 1 points basée sur la formule de SIMPSON pour
approcher

b
f f(x)dx. (3.7)
a

On propose dans un premier temps (question 1 a 3) de construire la formule de quadrature a 3 points de Simpson :

1
flg(x)dxzag(—1)+ﬂg(0)+ag(1), (3.8)

ol les réels a et B sont a déterminer.
1. Déterminer «a et § pour que la formule de quadrature (3.8) ait degré de précision maximale.

2. ATaide d'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature exacte sur I'espace des poly-
ndéme de degré au plus 3 pour l'intégrale suivante :

X2i+2
f f(x)dx.
X

2i
3. En déduire une formule de quadrature a 2n points, notée F, pour le calcul approché de (3.7). Cette formule de
quadrature est-elle stable ?
4. Ecrire 'algorithme du calcul de F.

5. Soit x un élément de [x;; x;41]. Ecrire une formule de TAYLOR f(x) = P;(x) + R;(x) al'ordre 3 pour f en x, avec P; €
Ps. Majorer R; sur [x;; x;+1] en fonction de h.

6. En déduire une estimation d’erreur entre (3.7) et F.
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CORRECTION DE I’EXERCICE 3.14.

1. Ona
k| prx) = xk f_ll pr(x)dx | apr(=1)+ Bpr0) +apr(l) Degré d’exactitude
0 1 2 2a+f méme pas0sif#2(1—a),aumoins 0si f=2(1—a)
Soit f=2(1—-a)
1 X 0 0 au moins 1
x° 2/3 2a Isia#1/3,aumoins2sia =1/3
Soita=1/3
3 X3 0 0 au moins 3
4 x* 2/5 2/3 3

Si B # 2(1 — a) la formule de quadrature n’est méme pas exacte pour une constante, si =2(1 — a) mais a # 1/3, elle
est exacte pour les polynomes de degré au plus 1, si @ = 1/3 et § = 4/3 la formule est exacte pour les polynémes de
degré au plus 3.

2. Soit x = mt+ ¢, alors
X2i+2

1 L
fx)dx=m | f(mt+q)dt avec {le mEa
-1

X2 Xoj+2 =M+(,

d’ot1 le changement de variable x = xp; + (£ + 1) w On déduit la formule de quadrature (exacte sur 'espace des
polyndéme de degré au plus 3)
i Xpi+2 ~ X2i

fx)dx=

X1 2

x2i+2—x2i) X2i+2 — X2j [

6

1
flf(xzi +(+1) dr = fx2i) +4f (x2i41) + f(x2i42)] -

3. On trouve ainsi la formule de quadrature composite (i.e. sur n sous-intervalles)

fahf(X) . ni

i=0YX2i

X2

i+2 "L Xpivo — Xoi
fde= ) — [f(2i) +4f (x2141) + [ (x2i42)] .
i=0

Sih= % = % (i.e. si on considere une subdivision de I'intervalle [a; b] équirépartie) alors on a

b h n-1 h
f f)dx = 3 Z [f(2i) +4f (x2i41) + f(x2i42) ] = 3
a i=0

n—1 n—1
f@+fb)+2Y flxai)+4Y flxzi+h)
i=1 i=0

n-1 n-1
zg f@+f)+2) fla+2ih)+4) f(a+(2i+1)h)‘ .
i=1 i=0

Cette formule de quadrature est stable puisque tous les coefficients sont positifs et on a

n—1 n—1 b-—a b
1+4142) 1+44) 1|=——[2+2(n-1)+4n] =
i=1 i=0

—en=(b-a).
n

§ 6n

4. Algorithme du calcul de F :
Require: f: [a,b]—R,a,b>a,n>0
H — b=a
n

s1<—0
So— S+ fla+ HI2)
fori=1ton-1do

s1—s1+ fla+iH)

S =S+ fla+(i+1)H/2)
end for
return [ — [ f(a)+ f(b) +2s; +4s]

5. Soit x un élément de [x2;; X2;+2]. Une formule de TAYLOR al'ordre 3 pour f en x s’écrit
f(x) = Pi(x) + R (x),

avec

e .
(x—xzi)3—f (r2:) eP3

"o .
Pi(0) = [ (o) + (= x20) f(20) + (x—le'ﬁ@ .
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et le reste de LAGRANGE v
A7)

R;i(x) = (x—x21) avec ¢ €]xy;; X142l

On peut majorer R; sur [X2;; X2;+2] en fonction de H = Xj42 — X; :
H* —a H®
IR (0] = - - max]| Y ()] = T_ ax| f1V(©)

6. On en déduit I'estimation d’erreur entre (3.7) et F suivante !

b X2i+2
f fx)dx-F|< “Piwde-F| + Z R,-(x)dx‘
a X2i X2i
n=1 rxsii2
< nH|R;(x2i42)| +| ) R;(x)dx
i=0 Y X2i

a H3 a H3
< nH—— —max| TV (&) + nH—— — max| fTV (&)
n 24 n 24

=(b- a) suplf’V(vS)l

®Exercice 3.15
Soit f une fonction €*° (R, R). On se donne les points {x,-}’ " de subdivision de I'intervalle [a; b] : x; = a+ih avec h = %.
Le but de l'exercice est de trouver une formule de quadrature a 3n points pour approcher I'intégrale

b
f fx)dx. (3.9
a

On propose dans un premier temps de construire la formule de quadrature a trois points suivantes :

1 2
flg(x)dx= 3 (8(-a)+g(0) + g(@), (3.10)

ol le réel 0 < a < 1 sera a déterminer par la suite.
1. Déterminer a pour que la formule de quadrature (3.10) ait degré de précision maximale. Quel est alors le degré de
précision de cette formule de quadrature ?

2. Al'aide d'un changement de variable affine, étendre cette formule de quadrature pour I'intégrale suivante :

" fa)dv.

Xi

3. En déduire une formule de quadrature a 37 points, notée F, pour le calcul approché de (3.9). Cette formule de
quadrature est-elle stable ?

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.15.

1. Ona
k| prx) =xF f_ll pr(x) dx %(pk(—a) + Bpi(0) + pr(a)) Degré d’exactitude
0 1 2 2 au moins 0
1 X 0 0 au moins 1
2 X2 2/3 2a2/3 Isia#1/v2, aumoins2sia=1/v2
Soita=1/v2
3 x° 0 0 au moins 3
4 xt 2/5 1/3 3

Si a # 1/v/2 la formule de quadrature est exacte pour les polynomes de degré au plus 1, si @ = 1/v/2 la formule est
exacte pour les polynomes de degré au plus 3.

2. Parle changement de variable y = x; + (x + 1) M on déduit la formule de quadrature
it 1 X ! Xig1 = Xi
[ roray= TR e T a
Xkl — X 1| Xi+1 — i+1 — Xi 1| Xi+1 — X
e f(x,-+(1— E) )+f( T)+f xi+(l+\/; T) )

1. N.B.:le polynome P; n'est pas le polynome d’interpolation en x,;, X242 et (Xp; + X2;42)/2 donc fxz”z P;j(x)dx—F #0.
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3. SSiH=x;,1—-X; = % (i.e. sion considere une subdivision de I'intervalle [a; b] équirépartie) alors on trouve la formule
de quadrature composite (i.e. sur n sous-intervalles et a 3n points)

n-1

f f(x)dx~£Z (£t (1= Jg)) + £ i ) f (v (14 )

iz0

wlt

;[ (a+H(z+l—7))+f(x, )+f(a+H(i+l+\%))].
Cette formule de quadrature est stable puisque tous les coefficients sont positifs.

©Exercice 3.16

Soit f une fonction €*° (R, R). On se donne les points {x,-};:” de subdivision de l'intervalle [a; b] : x; = a+ih avec h = =4
Le but de 'exercice est de trouver une formule de quadrature a n points pour approcher I'intégrale définie

b
f f(x)dx. (3.11)
a

On propose dans un premier temps (question 1 a 2) de construire la formule de quadrature a deux points :

fg(x)dx~—g( )+ g(w), (3.12)

ol 0 < w <1 est a déterminer.
1. Déterminer w pour que la formule de quadrature (3.12) soit exacte pour toute fonction g polynomiale de degré
m > 1 et donner la plus grande valeur de m.

2. ATaide d'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour I'intégrale suivante :

Xi+1
fx)dx.

Xi

3. En déduire une formule de quadrature a 2n points, notée F, pour le calcul approché de (3.11). Cette formule de
quadrature est-elle stable ?

4. Ecrire I'algorithme du calcul de F.

CORRECTION DE ’EXERCICE 3.16.

1. Ona
k| pro=x*| [} prode | 2(2pk(-4) + pr(w)) Degré d’exactitude
0 1 2 2 au moins 0
1 X 0 0 au moins 1
2 x2 2/3 w? 1si w#v/2/3,aumoins 2 si w = v2/3
Soit w = v/2/3
3] & 0 \ w3/2 \ 2

Si w # v2/3 la formule de quadrature est exacte pour les polyndmes de degré au plus 1, si w = v2/3 la formule est
exacte pour les polynémes de degré au plus 2.

le Xi

2. Parle changement de variable y = x; + (x + 1) on déduit la formule de quadrature

Xi+1

1 =X
fdy= l—xf f i+ e T e

Xi 2 1
x X X X
Xiel — Xi (xz+(1+\/—) i+1 — Xi +2f(xz+(1_\/—) i+1— z)

3. SiH=Xxj41—-X; = b;n“ (i.e. sion considere une subdivision de I'intervalle [a; b] équirépartie) alors on trouve la formule
de quadrature composite (i.e. sur n sous-intervalles et a 2n points)

O O R R P |
ey 21 2|

Cette formule de quadrature est stable puisque tous les coefficients sont positifs.

I

Hnl

f f(x)dx~—z

i=0

f
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4. Algorithme du calcul de F:
Require: a;b>a;n>0; f: [a;b] = R
H — b=a
n
ay —a+ H(1+v2/3)
ay —a+H(1-1/6)
fori=0ton—1do
s—s+flay+iH)+2f(ax+iH)
end for

return [ — &

gS

®Exercice 3.17

4.

CORRECTION DE ’EXERCICE 3.17.

Soit 0 < a < 1 un nombre réel donné et soit wy,w,, w3 trois nombres réels. Considérons la formule de quadrature

1
flg(t) dt = w1 8(—a) +w28(0) + w3 g(a).

. Calculer a, w1, w2, ws pour que le degré de précision de la formule de quadrature soit de 5.

. ATl'aide d'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour I'intégrale

Xi+1

Xi

fx)dx.

. Soit h = b;n“ etx;=a+ihpouri=0,...,n. Onsubdivise 'intervalle [a; D] en n intervalles [x;; x;;] de largeur k. En
déduire la formule de quadrature composite pour le calcul approché de

b
f f(x)dx.

Ecrire I'algorithme associé a cette formule de quadrature.

1. Ona
1
k| pr0)=xF| [} pr(0dx | 01pr(—a) + 02pi(0) + w3 pr(@)
0 1 2 w1+ wr + w3
Soit wy =2 — w1 — w3
1 X 0 —aw) + aws
Soit w3 = w1 et donc wy =2 —2w,
2 x? : 2a%w;
: 1 1 2
Soit w; = TaZ et donc wsz = TaZ etw2:2—m
3 x3 0 0
4 2 2 2
4 X 5 §(X
Soit a = \/getdoncwl =w3= g etwgzg
5 x° 0 0
6 2 6
6 x 7 2

Sia= \/g , W] = W3 = % et wy = g alors la formule est exacte pour les polyndmes de degré au plus 5 (il s’agit de la

formule de GAUSS-LEGENDRE a 3 points).

Remarquons que si on choisit & = 1 on retrouve la formule de SIMPSON.

2. Soit x = mt+ q, alors

Xi+1
fx)dx=

Xi

© G. FACCANONI

1
m fimt+¢q)dt avec {
-1

Xi =

Xi+1=m+q,

m+¢q,
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d’ot1 le changement de variable x = x; + (£ + 1) % On déduit la formule de quadrature (exacte sur I’espace des
polyndéme de degré au plus 5)

Xit+ . —_ 1 . — X
1f()c)dx: Mflf(xi‘k(t‘*'l)%) dr

Xi 2
Xisl — 3\ Xjs1 - xl+1+xl \/§ Xi+1 — X
AT TR s el [124/2 +8 TN 70 SR ) alsd el
18 f( ! ( \/;) 2 ) f( ) f( ! ( 5 2

3. h= = Xj4+1 —X; pour i =0,...,n. On subdivise l'intervalle [a; b] en n intervalles [x;; x;+1] de largeur h. On trouve
ainsi la formule de quadrature composite

b n-1 rxj
f fode=) f)dx
a i=0Xi

:im Sf(xi+(1_\/§)xi+12_xi)+8f(xi+12+xi)+5f(xi+(l+\/g))Ci+12_Xi)
:%i{] Sf(xi+(1—\/§)h)+8f(x,-+g)+5f(xi+(1+\/g)h)
:%Zl 5f(m.(wl \/g)h)+8f a+ i+%)h +5f(a+(i+l+\/§)h)].

4. Algorithme du calcul associé a cette formule de quadrature
Require: a;b>a;n>0; f: [a;b] - R
h— b=a
n
a—a+(1-v3/5)h
cz<—a+%h
c3—a+(1+v3/5)h
s<—0
fori=0ton—-1do
S—sSs+5f(c1+ih)+8f(co+ih)+5f(c3+ih)
end for
return %S

L Exercice 3.18 Interpolation et quadratures
Soit f une fonction ¥*°(R,R). On se donne les points {xi}gi(’)’ de subdivision uniforme de l'intervalle [a; b] définis par

X; =a+ihavec h = %. Le but de l'exercice est de trouver une formule de quadrature composite pour approcher
I'intégrale

b
f fx)dx.

1. Ecrire le polynéme p qui interpole f aux points 0 et 1.

2. En déduire une formule de quadrature basée sur I'approximation

1 1
f f(x)dx:f p(x) dr
0 0

et étudier le degré de précision de cette formule de quadrature.

3. ATaide d'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour I'intégrale
Xi+1

f(x)dx.

Xi

4. En utilisant le résultat au point précédent, proposer une formule de quadrature composite pour le calcul approché
de l'intégrale

b
f fx)dx.

Quelle méthode de quadrature reconnait-on ?
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CORRECTION DE ’EXERCICE 3.18.

1. On a deux points d’interpolation, donc le polynéme d’interpolation est un polynéme de R; [x]. On cherche alors les
coefficients a et f du polynéme p(x) = a + Bx tels que

f0)=p0) =a,
f=p)=a+p.

On obtient a = f(0) et = f(1) — f(0).

2. On en déduit la méthode de quadrature

1 1 ! 0)+fQ
f f(f)dmf p(t)dtzf a+prdr=g+ L= LOHD
0 0 0 2 2
Par construction, cette formule de quadrature a degré de précision au moins 1. Soit f(x) = x?, alors fol fx)dx=1/3

tandis que w =1/2:1a formule est exacte pour les polynémes de degré au plus 1.

3. Soit x = mt + q, alors

Xi+1

! xi=q,
fx)dx=m | f(mt+gq)dt avec
0

X Xi+1=m+g,

d’ot1 le changement de variable x = x; + (x;+1 — X;) . On en déduit la formule de quadrature (exacte sur 'espace des
polyndéme de degré au plus 1)

JFO) + f(xiv1)

Xit1 1
f f(x)dx=(xi+1—xi)f0 fxi+ (X —x)tdt = (X541 — X;) 5
X,

i

4. On subdivise 'intervalle [a; b] en n intervalles [x;; x;+1] de largeur h = h;n“ = @ pour i =0,...,n. On trouve ainsi

la formule de quadrature composite

b n=l rxj. n-1 )+ . h
f f@de= Y f(x)dsz(le_xl.)M:E
a i=0YXi i=0

n—1
5 Y [fe) + fxie)]
i=0

_h _h
) )

n-1
f@+fb)+2) f(x;)
i=1

n-1
f@+fb)y+2) fla+ih)|.
i=1
Il s’agit de la méthode des trapézes composite.

DExercice 3.19 Interpolation de LAGRANGE et quadratures

Soit f une fonction ¥*°(R,R). On se donne les points {x,-}iizg de subdivision uniforme de l'intervalle [a; b] définis par
X; =a+ihavec h = b_T“. Le but de I'exercice est de trouver une formule de quadrature composite pour approcher
I'intégrale

b
f f(o)dx.

1. Soit p le polynéme de LAGRANGE qui interpole f aux points —1 et 1. Ecrire le polynome p, en déduire une formule
de quadrature basée sur I’approximation

1 1
flf(x)dxzflp(x)dx

et étudier le degré de précision de cette formule de quadrature.

2. Al'aide d’'un changement de variable affine, en déduire une formule de quadrature pour I'intégrale
Xi+1

fx)dx.

Xi

3. Enutilisant le résultat au point précédent, proposer une formule de quadrature composite pour le calcul approché
del'intégrale

b
f fx)dx.

Quelle méthode de quadrature reconnait-on ?

G. FACCANONI 123
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CORRECTION DE I’EXERCICE 3.19.

1. On a deux points d’interpolation, donc le polynéme interpolateur de LAGRANGE est un polynéme de R;[x]. On

cherche alors les coefficients a et § du polyndme p(x) = a + fx tels que

{ fED=pD)=a-p, (3.13a)
f=pQ)=a+p. (3.13b)

La somme des équations (3.13b)+(3.13a) donne a =

w et la soustraction des équations (3.13b)—(3.13a) donne

p= m On en déduit la méthode de quadrature

1 1 1
f f(t)dtz[ p(t)dt=f a+ptdt=2a=f(-1)+ f(1).
-1 -1 -1

Par construction, cette formule de quadrature a degré de précision au moins 1. Soit f(x) = x2, alors f_ll fx)dx=2/3
tandis que f(—1) + f(1) = 2 : la formule est exacte pour les polynémes de degré au plus 1.

. Soit x = mt + g, alors

Xi+1

1 R
f(x)dx:mf f(mt+q)dt avec {xl mra
-1

Xi Xi+1=m+(q,

d’ou1 le changement de variable x = x; + (£ +1) % On en déduit la formule de quadrature (exacte sur I'espace des
polyndéme de degré au plus 1)

Xi+ . — X 1 . — Y . e
f} lf(x)dxz%flf(xﬁ(m 1)x’“2 xl)dt: x,+12 M Fe) + f )]

b-—a

. On subdivise I'intervalle [a; b] en n intervalles [x;; x;+1] de largeur h = =% = x;41 —x; pour i =0,...,n—1. On trouve

n
ainsi la formule de quadrature composite

b n-1 pxj n-1 Xis1— X hn=l
f fode=)" fde= ) — [fx) + flxiv)] = > Y [f) + flxin)]
a i=0YXi i=0 i=0

_h h
2 2

n—1 n—1
fl@+fb)+2) flx;) f@+f+2) fla+ih|.
i=1 i=1

1l s’agit de la méthode des trapézes composite.

DExercice 3.20 Interpolation d’HERMITE et quadratures
Soit f une fonction de classe €' ([-1,1]) et p le polynéme interpolateur d’ HERMITE (de degré < 3) de f vérifiant

p-D=fD, pED=f(D, pO=fO), pAO=FfQ.

1. Ecrire le polynome p.

2. En déduire la méthode d’'intégration numérique élémentaire

1 1
flf(s)ds:f(—l) +f()+ 3 (f'bn-fW).

3. Connaissant la formule sur [-1; 1], en déduire la formule de quadrature des trapézes-HERMITE sur I'intervalle [a; b]

par exemple grace au changement de variable y = a+ (x+1) #.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.20.
1. Cf. exercice 2.13.

2. Enintégrant le polyndme ainsi trouvé on en déduit

124

1
f P(x)dx: ax+éx2+zx3+§x4
-1 2 3 4 .
— T _f! s ,
:2a+§Y=2f( 1)+2f(1)2+f( D-f'W) =1 lé+f(1)
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_6f=D+6fM+3f (=D -3 M)~ f' (=D + f'(1)
6

1
=f=D+fM+ g(f’(—l) - f'().

Remarque : la formule est au moins exacte de degré 3 par construction. Elle n’est pas exacte de degré supérieure a 3
carsi f(x) = x* alors
1 1 1
f fx)dx= —x°
-1 5
#

1 1
f=D+f)+ g(f’(—l)—f’(l)) =1+1+ 5(4+4) =

4 5 15

14 70

3 15

3. Connaissant la formule sur [-1;1], on en déduit la formule sur un intervalle [a; b] quelconque par le changement de

variable y = a+ (x + 1) 252 qui donne?

b _ 1 _
f f(y)dy=—bzaf f(a+(x+1)—b a)dx
a -1 2

— bh—
= Ta Fla)+fb) + Ta(f’(a) —f’(b))]
b b a)?
- Ta(f(a) + fy) + 12‘” (f'(@ ~ f'(b).

®Exercice 3.21
Soit f une fonction €*°([0;1],R). On se donne les points {xi}i” de subdivision de l'intervalle [0;1] : x; = ih avec h = %
Le but de 'exercice est de trouver une formule de quadrature pour approcher

1
fo fx)dx. (3.14)

1. Soit i un entier fixé (1 < i < n—1). Trouver m; un point du segment [x;; x;+1] et a, b et ¢ trois coefficients réels tels
que la formule de quadrature suivante, sur I'intervalle [x;; x;1], soit exacte pour p un polynéme de degré le plus
haut possible :

Xit+1
f p(x) dx = ap(x;) + bp(m;) + cp(xit1).
X;

2. En déduire en fonction de a, b et c la formule de quadrature Q(f)
n n-1
QN =) aifx)+ Y Bif(m))
i=0 i=0

pour le calcul approché de 3.14 construite sur la formule de quadrature précédente pour chaque intervalle du type
[x;; x;+1]. Cette formule de quadrature est-elle stable ?

3. Onrappelle que si p interpole f en k points y; < y» <:-- < ¥, on a'estimation d’erreur
supée[yl;ykﬂf(k) (E)| k

o jzl(x—yj).

Vx€[yi; ¥l If(x)—p)| =

En déduire une estimation de 'erreur de quadrature entre (3.14) et Q

1
B = fo F0 dr— Q.

La dépendance en h dans cette estimation d’erreur est-elle optimale 2

4. Fcrire 'algorithme qui calcule Q(f).

CORRECTION DE ’EXERCICE 3.21.

2. Rappel:siy=a+(x+ 1)% alors dy = %dx et f'(y)= %f’(x).
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1. Pour simplifier le calcul, on se ramene a l'intervalle [0; 1]. Soit x un élément de I'intervalle [x;; x; 1] et y un élément de
I'intervalle [0;1]. On transforme l'intervalle [x;; x;+1] dans l'intervalle [0;1] par le changement de variable affine y =
l_x—_—2_ Onnote h = xj41 - X;. Alors y = 55 eton af) fy)dy= 3 [i f(5)dx. Comme L (o de=

Xi+1 =X Xj+1—Xj Xi

af(x;)+bf(m;)+cf(xi1), alors fol fydy =3 [i* F5) de= 4 (af(0) + bf(P5) + cf(1)). Onnote alors A= £,

Xi
B= %, C= %, M= m’;xi d’ou m; = (1 — M)x; + Mx;.1. Rechercher a, b, c et m; revient a chercher A, B, C et M avec

m; =(1—M)x; + MXxj+1,

a=Ah,
b=Bh,
c=Ch

tels que

1
[o p(x) dx= Ap(0)+ Bp(M) + Cp(1),

ol p(x) est un polyndme. Si p € P3 (i.e. si p(x) = do + d1 x + dox* + d3x%) on a

Oflp(x)dx = Ap(0) + Bp(M) + Cp(1)
l l
[d0x+ %x2+%x3+%x4 ; Ady + Bdy + Cd
l l
do+4+%+ % (A+B+C)dy+ (BM+C)dy + (BM? + C)ds + (BM® + C)ds

Par conséquent, pour que la formule soit exacte de degré au moins 3 il faut que

A+B+C=1 A+B+C=1 A=1,
BM+C=1 BM=1-C B=%,
1 — 1 1 — 1
BM*+C=3 (3-0OM=3-C C=3
3 _1 1 _1 _1
BM*+C=1 t-om=1-c M=1
La méthode
flf( ydx= 0+ 27 (3] + S0
X)dx= - —fl=1+= ,
0 6 3°\2) 6
est exacte pour tout polynéme de degré au moins 3.
Soit maintenant f(x) = x*. Ona
1 x5 1 1
Xdx=|—| ==
f f@ 5 ]o 5
mais .
1 2 (1 1 2(1 1 5
—fO+=fl=|+=fD==+=|=| +==—,
6f() 3f(2 6f() 6 3 ) 6 24

donc la formule de quadrature est exacte de degré 3.
Si on revient aux variables initiales, on trouve

2. Lintégrale
Xi+1
f(x) dx

1 n-1
fo fodx= )"

i=0YXi

peut étre calculée numériquement en utilisant la formule précédente pour approcher chaque intégrale

h Xi+ Xi1

Xis1
[ reas= g s sar (5 fwn
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On obtient ainsi

Xi+1

1 n—-1
fo fx)dx = Z f(x) dx

i=0

u

cnlw cnl: ”M'

g[f(xl)+4f( ) ¢ fxin)

Zf(x’)+ Z f(xz+1)+42f(x’+xl+1)]

f(a)+f(b)+2Zf(x )+4Z f(xl”’“)]

N

sii=1,...,n—-1,

sinon.

ol wls

=Z zf(xz)+Zﬁf(m)—Q(f) avec ﬁiZ%» ai={

i=0 i=0
Cette formule de quadrature est stable puisque tous les coefficients a; et §; sont positifs et on a

n n-1 n-1 n-1 n
Za’i+2ﬁi=§ > + %Zl(l 121+1+ Zl)_l
i=0 i=0 j

i=1 i=0

hh
36

3. Onreconnait la formule de Cavalieri-Simpson : remarquons alors que Q(f) = Z?;l i1 p(x)dx avec p le polynome
qui interpole (x;, f(x;)), (m;, f(m;)) et (x;41, f(x;+1)). Par conséquent I'erreur de quadrature entre (3.14) et Q est

1
[E(h)| = Uo f(x)dx—Q(f)‘

Xi+1

n-1 Xit+
= Zf f(x) dx— Z p(x)dx
i=0YXi

n=1 rxp
SZ . [f(0) - px)|dx

(x = x;)(x —m;) (x — xj41)dx

i fx’“ SUP¢elx;; xm]'f ©
= 6

< Dh*.

4. Algorithme
Require: x — f
Require: n>0

a—

62_n
Ty
C~n
I—af(0)

fori=1ton-1do o
I<—I+(a+c)f(%)+bf(l_77)

end for 1

return I<—I+cf(1)+bf(n;f)
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H Calculer la fonction ¢ — y(¢) qui vérifie 'EDO y'(£) = ¢(t, y(¢)) et la condition y () = yo H

Les équations différentielles décrivent I’évolution de nombreux phénomeénes dans des domaines variés. Une équation
différentielle est une équation impliquant une ou plusieurs dérivées d'une fonction inconnue. Si toutes les dérivées sont
prises par rapport a une seule variable, on parle d’équation différentielle ordinaire. Une équation mettant en jeu des déri-
vées partielles est appelée équation aux dérivées partielles.

4.1. Généralités
Une équation différentielle (EDO) est une équation exprimée sous la forme d'une relation

F(yry/)y,/r---»y(n)) = g(t)

* dont'inconnue est une fonction y: I ¢ R — R définie sur un intervalle I (a déterminer)
» dans laquelle cohabitent  la fois y et ses dérivées ', y”, ...,y'P) (p est appelé I'ordre de I'équation).
Si la fonction g, appelée «<second membre» de I'équation, est nulle, on dit que I'équation en question est homogene.

Nous pouvons nous limiter aux équations différentielles du premier ordre, car une équation d’ordre p > 1 peut toujours
se ramener a un systeme de p équations d’ordre 1.

4.1.1. Position du probléme

Résoudre une équation c’est chercher toutes les valeurs de I'inconnue qui satisfont I'égalité. Dans les équations rencon-
trées jusqu’a présent, les inconnues étaient des nombres. Par exemple, résoudre I'équation 2x + 4 = 10 signifie chercher
toutes les valeurs de x € R telles que 2x +4 = 10.

Dans les équations différentielles, les inconnues sont des fonctions. Résoudre une équation différentielle, c’est chercher
toutes les fonctions, définies sur un intervalle I c R, qui satisfont 'équation (on dit aussi intégrer I’équation différentielle).

< Exemple
Résoudre I'équation différentielle y’ (1) = —y(1) signifie chercher toutes les fonctions
y:IcR—R
t—y= f (1)

telles que f'(#) = — f(£) pour tout ¢ € I. On peut vérifier que y(¢) = 0 pour tout ¢ € R est une solution de 'EDO mais aussi y(t) = ce™¢*

pour tout £ € R (ol1 ¢ est constante réelle quelconque).

4.1.2. Condition initiale

Une EDO admet généralement une infinité de solutions. Pour en sélectionner quelques unes (parfois juste une), on
doit imposer une condition supplémentaire qui correspond a la valeur prise par la solution en un point de l'intervalle
d’intégration.

{@Définition Condition initiale
| Une condition initiale (CI) est une relation du type y(fy) = yo qui impose en f, la valeur y, de la fonction inconnue.

En pratique, se donner une CI revient a se donner le point (f, yo) par lequel doit passer le graphe de la fonction solution.

s Exemple Evolution d’'une population-1
Soit N le nombre d’individu d’'une population a I'instant ¢. La population N a un taux de naissance saisonnier; le taux de déces est
proportionnel au nombre d’individu au carré (par surpopulation, dus par exemple au manque de nourriture). On considere enfin
un terme indépendant de la taille et du temps (par exemple, si cette EDO modélise 1'élevage de saumons, ce terme représente les

129



4. Equations différentielles ordinaires Jeudi 27 aoiit 2015

saumons péchés). On a alors I’équation différentielle
! 1 2
N =(2-cos(t))N — EN -1.
On aura donc deux types de questions :

1. trouver toutes les solutions de 'EDO;
2. trouver la ou les solutions qui vérifient une CI

4.1.3. Représentation graphique

On va expliquer comment tracer I'allure des solutions d'une EDO du type

V=0,

Soit y = f(#) lafonction inconnue solution de cette EDO. Si (, y) est un point du graphe de f, cette égalité dit que la tangente
au graphe de f au point (¢, y) a pour pente ¢(z, y). Dessinons alors, en (presque) chaque point (#, y) du plan un vecteur V; ;,
de pente ¢(t, ) : le graphe de f est tangent en chaque point (¢, y) au vecteur V; ;. Remarquer qu’on n’a pas besoin d’avoir
résolu I'équation (analytiquement) pour pouvoir dessiner le champ de tangentes, et ceci permet parfois d’avoir une idée
du comportement des solutions.

s Exemple Evolution d’une population-2

Considérons a nouveau 'exemple de I’évolution d'une population tracons I'allure des solutions. Si on démarre |’élevage avec 6 sau-
mons, on voit qu'une et une seule courbe passe par le point (0,6) et si on suit cette solution on peut prédire par exemple le nombre
d’'individu de la population dans dix ans : la courbe tracée en jaune donne N(10) = 5.5.
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4.1.4. Théoréme d'existence et unicité, intervalle de vie et solution maximale

Le couple EDO-CI porte le nom de probléeme de CAUCHY :

{@Définition Probleme de CaucHy

Soit ¢: R x R — R une fonction donnée et y' la dérivée de y par rapport a t. On appelle probléeme de CAUCHY le probleme
trouver une fonction y: I ¢ R — R définie sur un intervalle I telle que

4.1)

Y ()=t y(), Vtel,
y(%) = Yo,

avec tp un point de I et yp une valeur donnée.

s Exemple Existence et unicité sur R de la solution d’'un probléeme de CAUCHY
On se donne ¢(t, y(t)) =3t —3y(t) et yp = @ (un nombre quelconque). On cherche une fonction y: t € Rt — (1) € R qui satisfait

Y () =3t-3y(), Yt>0,
y(0) =a.

Sa solution, définie sur R, est donnée par y(f) = (a + 1/3)6’3[ +t—1/3. En effet on a bien

y(0) = (@+1/3)e’ +0-1/3 = a, V() =-3@+1/3)e 3 +1=-3(a+1/3)e 3 +1-3t+3t=—-3y(1) +31.
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Cet exemple montre le cas ol il existe une et une seule solution du probleme de CAUCHY définie sur R. Les choses ne se
passent pas toujours si bien. Les exemples ci-dessous montrent que I'étude mathématique de I'existence et de 'unicité des
solutions d'un probléme de CAUCHY peut étre une affaire délicate.

@ Exemple Existence er unicité sur I = R (mais non existence surR) de la solution d’'un probléeme de CAUCHY
On se donne ¢(t, y(£)) = (y(1)® et yo = 1. On cherche une fonction y: € R* — y(r) € R qui satisfait

y' (1) =3, Vi>o,
y(0) = 1.
1
V1-2t

de CAUCHY n'a pas toujours une solution pour tout t € [0; +oo[ puisqu’ici la solution explose lorsque ¢ tend vars la valeur 1/2 (en effet,

On vérifie que la solution y est donnée par y(t) = qui n’est définie que pour ¢ € [0;1/2[. Cet exemple montre qu’un probleme

nous avons l(iln/iz) y(t) = +00) : le graphe de la solution a une asymptote verticale en ¢ = 1/2. On parle d’explosion de la solution en
-

temps fini ou encore de barriere.

On verra que ceci est un phénomene général : pour une solution d’'une EDO, la seule facon de ne pas étre définie sur R est
d’avoir un asymptote verticale.

@ Exemple Non unicité de la solution d’'un probléeme de CAUCHY
On se donne @(t, y(1)) = {/y(1) et yo = 0. On cherche une fonction y: t € R* — y() € R qui satisfait

{y’(t) =330, Yi>0,

y(0) =0.

On vérifie que les fonctions y1 (1) =0 et y23(¢) = £V 813/27, pour tout ¢ = 0, sont toutes les trois solution du probleme de CAUCHY
donné. Cet exemple montre qu’ un probleme de CAUCHY n'a pas nécessairement de solution unique.

Il y a un résultat qui garantit que, sous certaines hypothéses trés générales, deux graphes de fonctions qui sont des
solutions de la méme EDO ne se rencontrent jamais. Le théoréme garantit aussi I'existence des solutions; pour donner un
énoncé précis, il faut d’abord définir la notion de solution maximale.

De facon générale, lorsqu’on se donne une équation différentielle et une condition initiale y(f) = yp, on cherche un
intervalle I, contenant %y, sur lequel une solution existe, et qui soit «le plus grand possible» : il n’existe pas d’intervalle
plus grand sur lequel I'équation différentielle ait une solution. Cet intervalle s’appelle intervalle de vie de la solution. Une
solution définie sur cet intervalle le plus grand possible s’appelle solution maximale.

{@Définition Solution maximale
On se donne une équation différentielle y'(£) = (¢, y()) avec une condition initiale y(f) = yo. Une solution maximale
pour ce probléme est une fonction y = f(¢), définie sur un intervalle I appelé intervalle de vie, telle que
* [ estsolution de I'équation différentielle et vérifie la condition initiale;
» il n'existe pas de solution f de la méme équation, vérifiant la méme condition initiale et définie sur un intervalle J
contenant I et plus grand que I.

Dans ce chapitre, nous nous contentons de rappeler un résultat d’existence et d’unicité global, au sens ol1 on peut inté-

grer le probleme de CAUCHY jusqu’a t = oo.
#'Théoréeme de CAUCHY-LIPSCHITZ, Existence et unicité des solutions
Considérons une fonction (x, y) — ¢(x, y)

* définie pour tout ¢ dans un intervalle I et pour tout y dans un intervalle J

» de classe 6!
alors pour toute CI y(fy) = yo avec fo € I et yg € J il existe une unique solution maximale y = y(¢) de 'EDO y'(¢) =
(1, ().

AAttention
La fonction ¢ est une fonction de deux variables donc vérifier que ¢, d;¢ et 0, ¢ sont continues signifie utiliser la notion

de limite en deux variables. Les limites unilatérales (i.e. de la gauche et de la droite) perdent leur sens et sont remplacées
par les nombreuses limites directionnelles possibles. En effet, dés que le domaine se situe dans un espace a deux dimen-
sions au moins, les chemins qui ménent a un point donné peuvent suivre divers axes. Ainsi, 'ensemble des points en
lesquels une limite peut étre considérée, doit étre défini en tenant compte de toutes les possibilités d’acces.

Les fonctions continues de plusieurs variables jouissent des mémes propriétés que les fonctions continues d'une seule
variable. Les fonctions élémentaires telles que les polynomes, les fonctions exponentielles, logarithmiques et trigono-
métriques sont continues dans leurs domaines de définition respectifs. La continuité des autres fonctions s’établit, le cas
échéant, en tant que somme, produit, composée, le quotient (lorsque le dénominateur ne s’annule pas) etc., de fonctions
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continues. Voici quelques exemples :
1. @(x,y) = x*>+ y*> — xy + y est continue dans R? (polynéme du second degré a deux variables).
2. o(x,y,2)=eY+x y2 est continue dans R? (somme d’une exponentielle et d'un polynoéme).
3. ¢(x,y) = In(x + y*) — 3 est continue dans {(x,y) €R? | x+ y* >0} comme somme du logarithme d’'un polynéme
(fonction composée) et d'une constante.

#Théoréme
Soit y = f(#) une solution maximale définie sur un intervalle de vie I =]a; b[. Si b # +oc alors lilil y(t) = o0, i.e. le graphe
t—b—

de la solution a une asymptote verticale en ¢ = b. Méme chose si a # —oco.

On utilise souvent le théoreme sous forme contraposée : si les solutions ne peuvent pas «exploser», alors elles sont définies

sur R.

sRemarque Applications du théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ

D’un point de vue pratique, cet énoncé nous aidera a faire des dessins, en garantissant que les graphes des solutions ne

se rencontrent jamais. On peut en déduire quelques remarques plus subtiles :

* si 'EDO admet comme solution la solution nulle mais yy # 0, alors la solution du probléeme de CAUCHY est du signe
de yp pour toutteI;

*= si 'EDO admet deux solutions constantes y(f) = k1 et y(f) = k2 pour tout ¢ € I et yp €]k1;x2[, alors la solution du
probleme de CAUCHY vérifie y(f) €]x;k2[ pour tout € R.

4.2. Schémas numériques

En pratique, on ne peut expliciter les solutions que pour des équations différentielles ordinaires tres particulieres. Dans
certains cas, on ne peut exprimer la solution que sous forme implicite. Dans d’autres cas, on ne parvient méme pas a
représenter la solution sous forme implicite. Pour ces raisons, on cherche des méthodes numériques capables d’approcher
la solution de toutes les équations différentielles qui admettent une solution.

Considérons le probleme de CAUCHY (4.1) et supposons que I'on ait montré I'existence d’'une solution y. Le principe des

méthodes numériques est de subdiviser l'intervalle I = [£y, T], avec T < +o00, en Ny, intervalles de longueur h = (T —ty)/ Ny, =
In+1— tn; h est appelé le pas de discrétisation. Si nous intégrons 'EDO y'(t) = ¢(t, y(1)) entre ¢, et t,,1 nous obtenons

In+1
Y(tp+1) — y(tn) :f @(t,y(r)dt.
tn

Pour chaque nceud t;, = fo + nh (1 < n < Ny, ) on cherche la valeur inconnue u,, qui approche y(t,). Lensemble des valeurs
{uo =yo,w,..., un, } représente la solution numérique.

4.2.1. Schémas numériques classiques

On peut construire différentes schémas selon la formule de quadrature utilisée pour approcher le membre de droite. Les
schémas qu’on va construire permettent de calculer u,; a partir de u, et il est donc possible de calculer successivement
uj, Up,..., en partant de ug par une formule de récurrence de la forme

uo = Yo,
Unp+1 = @Uy), VREN.,

x Si on utilise la formule de quadrature du rectangle a gauche, i.e.

In+1
f @(t,y(D)dt = ho(ty, y(t,)
In

on obtient le schéma d’EULER progressif

up = y(to) = yo,
Up+1 = Up+ho(ty,uy) n=0,1,2,...Np—1

11 s’agit d'un schéma explicite car il permet d’expliciter u,, en fonction de u;,.
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* Si on utilise la formule de quadrature du rectangle a droite, i.e.

th+1
f (L, yD)dt = ho(tper, y(Ln+1))
tn
on obtient le schéma d’EULER rétrograde

up = y(to) = yo,
Ups1 — ho(lpi1, Upy1) =u, n=0,1,2,...Np—1

Il s’agit d'un schéma implicite car il ne permet pas d’expliciter directement u,; en fonction de u,, lorsque la fonction
f n’est pas triviale.
* Sion utilise la formule de quadrature du point du milieu, i.e.

sl n h
f (p(l',_)/(t))dtzh(p(tn+—,y([n+_))
tn 2 2

on obtient un nouveau schéma :

ug = y(to) = yo,
Upsl = un+h<p(tn+ g,unﬂ/g) n=012,...N,—1

oll Uy+1/2 est une approximation de y(z, + h/2). Nous pouvons utiliser une prédiction d’EULER progressive pour ap-
procher le u,1/2 dans le terme @(t, + h/2,uy41/2) par dpt1/2 = Uy + (h/2)@p(t,, u,). Nous avons construit ainsi un
nouveau schéma appelé schéma d’EULER modifié qui s’écrit

ug = y(%) = Yo,
Ups1/2 = Up+ (h/z)(l)(tn; Un),
Up+1 = Up+ h(p([n + g, ﬂn+1/2) n=0,12,...Np-1

I s’agit d'un schéma explicite car il permet d’expliciter u,; en fonction de u,,.
Si on utilise la formule de quadrature du point milieu sur Uintervalle [t,; t;+2], i.e.

In+2
f @6, y(0)dt = 2he (tps1, y(tne1))

on obtient
uo = y(to) = yo,
uy =y(n)
Up+1 = Up—1+2hp(ty, uy) n=12,...Np—1

ol uy est une approximation de y(t;). Nous pouvons utiliser une prédiction d’'EULER progressive pour approcher u;.
Nous avons construit ainsi un nouveau schéma appelé schéma du point milieu qui s’écrit

uo = y(to) = yo,
uy = ug + ho(t, up),
Upsl = Up—1 +2hp(ty, uy) n=1,2,...Np—1

1l s'agit d’'un schéma explicite car il permet d’expliciter u,, en fonction de u,, et de u,_,.
* Si on utilise la formule du trapeze, i.e.

h

tn+1
ft o(t,y()dt = 3 (@(tn, y(tn)) + @(tns1, Y(tns1))

on obtient le schéma du trapéze ou de CRANK-NICOLSON

ugp = y(to) = yo,
Un+1 — g(p(tn+ly Ups+1) = Up + g(l)(tm up) n=0,1,2,...N,-1

11 s’agit a nouveau d’'un schéma implicite car il ne permet pas d’expliciter directement u,+; en fonction de u;,, lorsque
la fonction f n’est pas triviale. En fait, ce schéma fait la moyenne des schémas d’EULER progressif et rétrograde.
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* Pour éviter le calcul implicite de 1,1 dans le schéma du trapéeze, nous pouvons utiliser une prédiction d’EULER pro-
gressive et remplacer le u,4+1 dans le terme @(¢,+1, Un+1) Par dpe1 = Uy + ho(ty, uy). Nous avons construit ainsi un
nouveau schéma appelé schéma de HEUN. Plus précisément, la méthode de HEUN s’écrit

ug = y(to) = yo,
an+1 =Un + h(P(tny un)r
Upil = Uy + % (@(tn, un) + @(tns1,Un+1)) n=0,1,2,...Np—1

e Remarque
Considérons le schéma d’EULER rétrograde. Si nous voulons calculer 1, nous définissons la fonction

8(x) = x—ho(tys1,%) — Uy

et nous cherchons un zéro de g(x) en prenant par exemple la méthode de NEWTON. Ainsi nous pouvons poser xo = 1 et

Xm+1=Xm—g&(Xxm)/ g (xm), m=0,1,.... Puisque g'(x) =1 — hd,@(t,+1, X), nous obtenons donc dans ce cas le schéma
xO = un;
x =y, — mmhoUnin,0—un 01 9
m+l = Am 1-hoxp(tp+1,%) T S

et Up41 = lim;,—0 X, pour autant que f soit suffisamment réguliere et que x, soit suffisamment proche de u,+1, ce qui
est le cas si le pas & est suffisamment petit.

4.2.2. Schémas numériques d’Adams

Les schémas d’ADAM approchentl'intégrale ttn”“ @(t,y(2))dt parl'intégrale d'un polynéme p interpolant f en des points
donnés. On peut construire différentes schémas selon les points d’interpolation choisis. IIs se divisent en deux familles : les
méthodes d’ADAMS-BASHFORTH qui sont explicites et les méthodes d’ADAMS-MOULTON qui sont implicites. Voici quelques
exemples :

Méthodes d’Adams-Bashforth : il s’agit de méthodes explicites a j pas notées AB;. Le polynome p interpole f en les
points { t,, ty-1,..., tn—j+1 } Ol j = 0 est fixé. Elles permettent de calculer u,4 a partir de'ensemble { uy,, ty—1,..., Un—j+1}
etil est donc possible de calculer successivement u, j+1,..., en partant de ug, U1, ..., tj-1 (qui doivent donc étre ini-
tialisés par des approximations adéquates car seul uy est donné).

* Ona

p(t) = @(tn, y(tn))

In+1
f p(1) dr = h(P(tnr y(tn)
In

et on obtient le schéma
ug = y(to) = yo,
Ups1 = Up+ho(ty,uy) n=0,1,...N-1

La méthode AB; coincide avec la méthode d’EULER progressive.

* Ona

O(tn, y () — (-1, y(tp-1))
h

[n+1 h
/ p(t) dt = > (Be(tn, y(t2)) — @(tn-1, y(tn-1)))
tn

p(t) = (t = ty—1) + @(typ-1, y(tn-1))

et on obtient le schéma

up = y(to) = yo,
uy = ug + heo(t, up) = y(f1)
Uns1 = Un + 2 (3p(tn, Un) = @(ty-1,Uun-1)) n=12,...N-1

ol u; est une approximation de y(¢;) obtenue en utilisant une prédiction AB;.
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* Ona

@(tn-2, y(tn-2)) @(tn-1,y(tn-1)) @1y, y(tn))
T U ) ) - T () () +

Tn+1 h
f p(r) di= 1z (23 (1, y(tn)) — 16¢(tn—1, Y (tn-1)) + 5@ (tn—2, Y (tn—2)))
tn

p()= (t=tp-2)(t = tr-1)

et on obtient le schéma

up = y(to) = yo,

uy = up + he(ty, up) = y(f)

up = uy + 2 (3p(t1, u1) — (1o, ug)) = y(£2)

Ups1 = Up+ % (23 (tn, un) — 16 (tn-1, Un-1 +5@(tn-2, un-2)) n=2,3,...N—1
ol u; est une approximation de y(f;) obtenue en utilisant une prédiction AB; et u; est une approximation de y(z,)
obtenue en utilisant la méthode AB,.

Méthode d’Adams-Moulton : il s’agit de méthodes implicites a j = 0 pas notées AM,;. Le polynome p interpole f
en les points {th, [ R j+1} ol j est fixé. Elles permettent de calculer u,; de facon implicite a partir
de I'ensemble {un, Up—Ty.eey un_j+1} et il est donc possible de calculer successivement u;, Uj+1,..., €n partant de
Ug, Ui,..., uj-1 (qui doivent donc étre initialisés par des approximations adéquates car seul 1o est donné).

* Ona

p() = @(tns1, ¥(Ens1)

In+1
f p() dt = ho(tar, y(tns1))
ty

et on obtient le schéma
uo = y(to) = yo,
Up+1 = Up + ho(tpe1, Uupe1) n=0,1,...N-1

La méthode AM; coincide avec la méthode d’EULER régressive.

* Ona

O(tns1, Y(Ens1)) —@(tn, y(tn)
h

p(t) = (t—tn) + @(tn, y(tn))

In+1 h
f p(1) dr = E ((P(tn; y(ty)) +(p(tn+1;y(tn+1)))
In

et on obtient le schéma

up = y(t) = yo,
Up+1 = Up t+ g ((p(tn; Up) +@(tys1, un+1)) n=12,..N-1

La méthode AM; coincide avec la méthode de CRANK-NICOLSON.

(tu-1, Y (tn-1)) (t, (1) (tus1, Y (ts1)
P (= 1) (1= ) = T (= ) (1 ) + S

tn+1 h
f p(t) dt = o (5¢0(tn+1, Y(tne1)) + 89 (tn, y(t)) — P(tn—1, y(tn-1)))
tn

p(t) = (t=typ-1)(E—1tp)

et on obtient le schéma

up = y(to) = yo,
uy = up + he(ty, ug) = y(f)
Up+l = Up T+ % (5‘P(tn+1, Un+1) + 8@y, un) —@(th-1, un—l) n=12,..N-1

ol u; est une approximation de y(#;) obtenue en utilisant une prédiction AB;.
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4.2.3. Schémas multi-pas de type predictor-corrector

Lorsqu’on utilise une méthode implicite, pour calculer u;; on doit résoudre une équation non-linéaire, par exemple
avec la méthode de NEwWTON. Une approche différente qui permet de s’affranchir de cette étape est donnée par les mé-
thodes predictor-corrector. Une méthode predictor-corrector est une méthode qui permet de calculer u,,+1 de facon explicite
a partir d'une méthode implicite comme suit :

1. predictor : on calcule #,+; une approximation de u,+; par une méthode explicite ;
2. corrector : on écrit une méthode implicite et on approche @ (t,+1, Un+1) par @(ty41, Gp+1)-
Exemple 1: on a déja rencontré une méthode de type predictor-corrector lorsqu’on a construit les schémas classiques : la
méthode de HEUN
Uop = Yo
fp+1 = Up + ho(ty, uy) n=12,...N-1
Uns1 = Un + 5 (@(tn, Un) + Pltns1, Gns)) n=1,2,...N-1
est construite par les deux étapes suivantes :
x predictor : méthode d’EULER explicite (ou ABy) @41 = Uy + ho(ty, uy)
x corrector : méthode de CRANK-NICOLSON (0uAM) ;41 = Uy, + % (@(tn, un) + P(tns1, Un+1))
Exemple 2 : des méthodes de type predictor-corrector sont souvent construites en utilisant une prédiction '’ ADAMS-BASHFORTH
suivie d'une correction d’ADAMS-MOULTON. Par exemple, si on considere les deux étapes suivantes
* predictor : méthode ABy iy, = Uy + g (B¢ (tn, n) — @(tn-1, Un-1))
* corrector : méthode AM, il,,41 = U, + % (50 (tn+1, Un+1) +8@(tn, un) — P(tn_1,Un-1)
on obtient la méthode AB,-AM :

Uo = Yo
u1 = up + he(to, up),
fne1 = Un + 31 (@, un) = P(tn-1, Un-1)) n=23,..N-1

Up+1 = Up + % (5¢(tn+1, ns1) +8¢(tn, Un) — P(tn-1,Un-1) n=2,3,...N—-1

4.3. Conditionnement

En générale, il ne suffit pas qu'un schéma numérique soit convergent pour qu'’il donne des bons résultats sur n'importe
quelle équation différentielle. Encore faut-il que le probléme soit mathématiquement bien posé (existence et unicité de
la solution), qu’il soit numériquement bien posé (continuité suffisamment bonne par rapport aux conditions initiales) et
qu’il soit bien conditionné. Voyons dans |’exemple suivant ce que cela signifie.

@ Exemple Probleme de CAUCHY numériquement mal posé
Np
n

Une fois calculée la solution numérique { u, } v il est légitime de chercher a savoir dans quelle mesure I'erreur |y (£;) — up| est petite
pour n = 1,2,.... Nous essayons de répondre a cette question en reprenant le premier exemple du chapitre. On se donne ¢(¢,y) =
3t—3y et yo = @ (un nombre quelconque). On cherche une fonction y: t € R™ — y(r) € R qui satisfait

Y1) =3t-3y(t), V>0,
y(0) =a.

Nous avons vu que sa solution est donnée par y(t) = (a—1/3)e3! + r+1/3. Sinous cherchons a résoudre le probleme de CAUCHY jusqu’a
t =10 avec a = 1/3, nous obtenons y(10) = 10+ 1/3 = 31/3. Par contre, si nous faisons le calcul avec 'approximation a = 0.333333 au
lieude 1/3, nous avons y(10) = (0.333333—-1 13)e39+10+1/3 = —e30/3000000+31/3 ce qui représente une différence avec la précédente
valeur de ¢20/3000000 ~ 107/3. Cet exemple nous apprend qu'une petite erreur sur la condition initiale (erreur relative d’ordre 1076)
peut provoquer une trés grande erreur sur y(10) (erreur relative d’ordre 10°). Ainsi, si le calculateur mis 4 notre disposition ne calcul
qu’avec 6 chiffres significatifs (en virgule flottante), alors @ = 1/3 devient @ = 0.333333 et il est inutile d’essayer d'inventer une méthode
numérique pour calculer y(10). En effet, la seule erreur sur la condition initiale provoque déja une erreur inadmissible sur la solution.
Nous sommes en présence ici d'un probleme numériquement mal posé, appelé aussi probléeme mal conditionné.

4.4. Stabilité

Considérons le probleme de CAUCHY (4.1) et supposons que I'on ait montré I’existence d’'une solution y. Le principe des
méthodes numériques est de subdiviser 'intervalle I = [y, T] en N}, intervalles de longueur i = (T — )/ Ny, > 0 ol h estle
pas de discrétisation. Alors, pour chaque nceud t,(zh) =ty+nh (1 <n< Nyp)oncherchelavaleur inconnue ugf’) qui approche

¥( t,gh)). Lensemble des valeurs { u(()h) =JYo, uﬁh), e u%l; } représente la solution numérique.
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Deux questions naturelles se posent : que se passe-t-il lorsqu’on fait tendre le pas & vers 0? Que se passe-t-il lorsqu’on
fixe le pas h > 0 mais on fait tendre T vers 'infini ? Dans les deux cas le nombre de nceuds tend vers I'infini mais dans le
premier cas on s’intéresse a I'erreur en chaque point, dans le deuxiéme cas il s’agit du comportement asymptotique de la
solution et de son approximation :

Zéro-stabilité : soit T fixé et considérons la limite & — 0 (ainsi Nj, — +00). On note eﬁlh) = y(tﬁ,h)) - uilh) = y(to+ nh) - u%h)
I'erreur au point fy+nh. Il s’agit d’estimer le comportement de eﬁlh) en tout point, i.e. pour tout 1 < n < Nj,. Laméthode

est zéro-stable si e%h) Py 0 pour tout n € N.
-0

Cette notion est trés importante car le théoreme de LAX-RICHTMYER (ou théoréme d’équivalence) affirme que une
méthode consistante et zéro-stable est convergente.
A-stabilité : on considére un probleme de CAUCHY (4.1) dont la solution exacte vérifie y(r) = 0. Soit h fixé et consi-
—+00

dérons la limite T — +o0 (ainsi N, — +00). On dit que la méthode est A-stable si ugf” 0.

n—+oo

4.4.1. A-Stabilité

Dans la section précédente, on a considéré la résolution du probléme de CAUCHY sur des intervalles bornés. Dans ce
cadre, le nombre Ny, de sous-intervalles ne tend vers I'infini que quand & tend vers zéro. Il existe cependant de nombreuses
situations dans lesquelles le probleme de CAUCHY doit étre intégré sur des intervalles en temps trés grands ou méme infini.
Dans ce cas, méme pour £ fixé, Nj, tend vers 'infini. On s'intéresse donc a des méthodes capables d’approcher la solution
pour des intervalles en temps arbitrairement grands, méme pour des pas de temps h «assez grands».

@ Définition
Soit > 0 un nombre réel positif et considérons le probleme de CAUCHY

y'(t)=-By(t), pourt>0,
y(0) =yo

oil yp # 0 est une valeur donnée. Sa solution est y(f) = ype P! et lim;_. o0 y(£) = 0.

Soit h > 0 un pas de temps donné, ¢, = nh pour n € N et notons u, = y(t,) une approximation de la solution y au
temps f,.

Si, sous d’éventuelles conditions sur A, on a

lim u, =0,
n—+oo

alors on dit que le schéma est A-stable.

On peut tirer des conclusions analogues quand S est un complexe ou une fonction positive de ¢. D’autre part, en gé-
néral il n’y a aucune raison d’exiger qu'une méthode numérique soit absolument stable quand on I'applique a un autre
probleme. Cependant, on peut montrer que quand une méthode absolument stable sur le probleme modéle est utilisée
pour un probléme modeéle généralisé, 1'erreur de perturbation (qui est la valeur absolue de la différence entre la solu-
tion perturbée et la solution non perturbée) est bornée uniformément (par rapport a k). En bref, on peut dire que les
méthodes absolument stables permettent de controler les perturbations.

Etudions la A-stabilité des schémas classiques introduits ci-dessus.
* Le schéma d’EULER progressif devient

Ups1 =01 -Ph)uy, n=0,1,2,...

et par suite
up=01-Bh) " u, n=0,1,2,...
Par conséquente, lirP u; = 0 si et seulement si
n—+oo
|1-Bh| <1,
ce qui a pour effet de limiter /2 a
h= E
B
Cette condition de A-stabilité limite le pas i d’avance en ¢ lorsqu’on utilise le schéma d’EULER progressif. Notons que
sil—pBh>1 alors u, tend vers +oo lorsque t tend vers I'infini et si 1 — S < —1 alors u, tend vers l'infini en alternant

de signe lorsque ¢ tend vers I'infini. Nous dirons dans ces cas que le schéma d’EULER progressif est instable.
*x Le schéma d’EULER rétrograde devient dans le cadre de notre exemple

1+ Bh)ups+1 = uy, n=0,1,2,...
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et par suite
1

=——u
(1+pBh)"
Dans ce cas nous voyons que pour tout & > 0 nous avons lim,_. 4, = 0, le schéma d’EULER rétrograde est donc

toujours stable, sans limitations sur h.
x Le schéma de CRANK-NICOLSON appliqué a notre exemple s’écrit

0, n=0,12,...

Un

182 =[1-82)

et par suite

(Z_ﬁh)n 0,1,2
Up=|=——| uo, n=0,1,2,...
"“\2+pn)
Par conséquent, nhIP u, = 0 si et seulement si
—+00
2-Bh
p ’<1
2+ ph

Notons x le produit fh > 0 et g la fonction g(x) = 5% = 1-25%. Nous avons 0 < 5*= < 1 pour tout x € R}, donc

|g(x)| < 1 pour tout x € R} . Larelation lil}_l U, = 0 est donc satisfaite pour tout & > 0 : le schéma de CRANK-NICOLSON
n—+o00

est donc toujours stable, sans limitations sur A.
* Le schéma de HEUN pour notre exemple devient

2
Up+1 = (1 —ﬁh‘f' _(ﬁg) ) Up

Par induction on obtient

h%\"
Uy = (1—ﬁh+ (ﬁz) ) Up.
Par conséquent, lim u, =0 sietseulement si
n—+oo

1= ph+f2 | <1.

‘ 5 (h)?

Notons x le produit B4 et g le polynéme g (x) = %xz —x+ 1 dont le graphe est représenté en figure.

q

0 2 x=ph

Nous avons |g(x)| < 1 si et seulement si 0 < x < 2. La relation lirP u;, = 0 est donc satisfaite si et seulement si
n—+00

h< E
p
Cette condition de stabilité limite le pas & d’avance en ¢ lorsqu’on utilise le schéma de HEUN.

A premiere vue, il semble que le schéma d’EULER progressif et le schéma de HEUN soient préférable au schéma d’EULER
rétrograde et de CRANK-NICOLSON puisque ces derniers ne sont pas explicites. Cependant, les méthodes d’ EULER implicite
et de CRANK-NICOLSON sont inconditionnellement A-stables. C’est aussi le cas de nombreuses autres méthodes implicites.
Cette propriété rend les méthodes implicites attractives, bien qu’elles soient plus cotiteuses que les méthodes explicites.
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kK K Kk K ¥ Kk ¥ ¥ k% Codes Python  x X ¥ X % % ¥ X % % %

Voici les function python des méthodes illustrées dans ce chapitre

import math
import sys
import matplotlib.pyplot as plt

def euler_progressif (f,tt,N):

—yy = [yO0]

——for i in range(N):

—— ——yy.append (yy [i]l+h=*£f (tt [i],yy[i]))
——return yy

def euler_modifie(f,tt,N):

—yy = [yol

——for i in range(N):

—— ——yy.append (yy [i]+h*f (tt [1]+h*0.5,yy [1]+h*0.5*f (tt [1],yy[1i]1)))
——return yy

def heun(f,tt,N):

—yy = [yol

——for i in range(N):

—— ——vyy.append (yy [i]+h* (£ (tt [1] ,yy [i]1) +£f (tt [i+1] ,yy [i]+h=*£ (ct [i],yy[i1))))
——return yy

et voici un exemple

N=3
exemple = 4

if exemple==

—1t0 = 0.

—y0 = 1.

——tfinal = 3.

——def f(t,y):

—— ——return y

——def sol_exacte(t):

—— ——return math.exp(t)
elif exemple==2 :

—t0 = 0.

—y0 = 1.

——tfinal = 3.

——def £(t,y):
————return t

——def sol_exacte(t):
————return 1.+0.5*%t**2
elif exemple==

—t0 = 0.

—y0 = 0.

——tfinal = 1.

—def f(t,y):

—— ——return math.cos(2*y)
——def sol_exacte(t):

—— ——return 0.5*math.asin((math.exp(4.*t)-1.)/(math.exp(4.*t)+1.))
else :

——print "Exemple non defini"
——sys.exit (0)

h = (tfinal-t0)/N

tt = [ tO+i*h for i in range(N+1) ]

yy_exacte = [sol_exacte(t) for t in tt]
yy_euler_progressif = euler_progressif(f,tt,N)
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yy_euler_modifie = euler_modifie(f,tt,N)
yy_heun = euler_modifie(f,tt,N)

plt.axis([tO, tfinal, min(yy_euler_progressif), max(yy_euler_progressif)])
plt.plot(tt,yy_exacte,’m’,tt,yy_euler_progressif,’go’,tt,yy_euler_modifie,’cs’,tt,yy_heun,’r~’)
plt.show()
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VVVVDVVDVDVVDIDVDIDD  Exercices DDADVDDVVNDDIDIDVIAID
®Exercice 4.1
Considérons le probleme de CAUCHY : trouver y: [, T] <R — R tel que

Y @) =@t y®), Vtel,Tl,
y(%) = Yo.

Supposons que I'on ait montré 'existence d'une unique solution y.
Le principe des méthodes numériques est de subdiviser I'intervalle [#y, T] en N intervalles de longueur h = (T — )/ N =
tn+1 — tn. Pour chaque nceud t;, = fo + nh (1 < n < N) on cherche la valeur inconnue u;, qui approche y(t,). Lensemble
des valeurs { Up = Yo, Ul,..., U N} représente la solution numérique.

Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur I'intégration de 'EDO ' (1) = ¢(t, y(1))
entre £, et ;42 :

In+2
Y(tn+2) =y(tn)+f @(t,y(2)) dt.
tn

1. Enutilisant la formule de quadrature du point milieu pour approcher le membre de droite écrire un schéma numé-
rique explicite permettant de calculer w2 a partir de u,; et u,. Notons que ce schéma a besoin de deux valeurs
initiales; on posera alors uy = yp et u; sera approché par une prédiction d’ EULER progressive.

2. En utilisant la formule de quadrature de CAVALIERI-SIMPSON pour approcher le membre de droite écrire un
schéma numérique implicite permettant de calculer u,, a partir de u,+; et u,. Notons que ce schéma a besoin
de deux valeurs initiales ; on posera alors uy = g et u; sera approché par une prédiction d’ EULER progressive.

3. Proposer une modification du schéma au point précédent pour qu’il devient explicite.

CORRECTION DE L'EXERCICE 4.1.

1. Sion utilise la formule de quadrature du point milieu sur I'intervalle [#,; ,+2], i.e.

ln+2
f @2, (1) dt = 2k (41, (tns1))

tVl
on obtient
up = y(%) = yo,
uy = y(t)
Ups2 = U +2h@(tye1, Ups1) n=1,2,...N=2
ol u; est une approximation de y(#;). Nous pouvons utiliser une prédiction d’EULER progressive pour approcher u;.
Nous avons construit ainsi un nouveau schéma explicite a trois pas :

ug = y(to) = yo,
uy = ug + he(ty, up),
Upi2 = Uy +2h@p(ly1, upy) n=1,2,...N-2

Il s’agit d'un schéma explicite car il permet d’expliciter u,1» en fonction de u, et de 4.

2. Sion utilise la formule de quadrature de CAVALIERI-SIMPSON sur l'intervalle [#,; £,,+2], i.e.

In+2 h
f (1, y(0) dt = 2 (9(tn, y (1)) +4P(tnsr, Y (tns1) + @iz, Y (1ns2)))
t’l
et une prédiction d'EULER progressive pour approcher u;, nous obtenons un nouveau schéma implicite a trois pas :
up = y(%) = Yo,

uy = ug + he(to, ug),
Upt+2 = Up + g ((p(tn’ Up) +4@(the1, Uns1) + @ (Ina2, un+2)) n=12,.. N-2

3. Pour éviter le calcul implicite de u,2, nous pouvons utiliser une prédiction d' EULER progressive et remplacer le u;,1»
dansle terme @(t,42, Up+2) PAr fpy2 = Ups1+h@(th11, Un+1). NOous avons construit ainsi un nouveau schéma explicite
a trois pas:

ug = y(to) = yo,
uy = up + he(f, uo),
Up+2 = Up + % ((P(tn; Up) +49(tns1, Uns1) + @ Eny2, U1 + hp(tye, un+1)) n=12,..N=-2
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@Exercice 4.2 Méthodes d’ADAMS-BASHFORTH
Considérons le probleme de CAUCHY suivant dont on suppose qu'il existe une et une seule solution :

trouver y: [fy, T] cR — R tel que

{y’(t) =(t,y(1), Vtelt,Tl,
(%) = yo.

Le principe des méthodes numériques pour approcher la fonction y est de subdiviser I'intervalle [#, T] en N intervalles
de longueur h = (T — )/ N > 0. Pour chaque nceud ¢, = fp + nh (1 < n < N ) on cherche la valeur inconnue u, qui
approche y(t,). Lensemble des valeurs { ug = yo, u,..., uy } représente la solution numérique.

Dans cette exercice on va construire des nouveaux schémas numériques basés sur I'intégration approchée de 'EDO
¥ (1) = @(t, y(1)) entre t, et f,11 carl'ona

Int1
Y(tn+1) =y(tn)+ft (L, y(1) dt.

Les schémas d’ADAM approchent I'intégrale précédent par I'intégrale d'un polyndme interpolant f en des points donnés.
1. Ecrire le schéma explicite obtenu en choisissant comme unique point a interpoler le point £;,.

2. Ecrire le schéma explicite obtenu en choisissant comme points a interpoler les points { t,_1, ,, } en proposant une

adéquate initialisation de la suite. (Attention : on intégre f sur l'intervalle [z, f,,+1] mais on interpole f en ¢,
ett,-1)

CORRECTION DE L'EXERCICE 4.2.

142

1. Ona

p(1) = @(ty, y(ty))

er—]
f p(1) dr = h(l)(tn;_)/(tn))
In

et on obtient le schéma
uo = y(to) = yo,
Ups1 =Up+ho(ty,u,) n=01,...N-1

Il s’agit d'un schéma explicite appelé schéma d’ADAMS-BASHFORTH a un pas (qui coincide avec la méthode d’EULER
progressive).

. Ona

(P(l‘n, y(tn)) - (P(tn—lyy(tn—l))

p() = 7 (t—tp-1) +@(tp-1,y(tp-1))
In+1 h
f p(t)dt:E(3(P(tn,y(tn))_(,U(tnfl;‘)/(tnfl)))
[)l
et on obtient le schéma
up = y(to) = yo,
uy = y(t)

Uns1 = Un+ 2 (B¢ (tn, n) = @(tn-1,Un-1)) n=12,..N-1

ol u; est une approximation de y(t;). Nous pouvons utiliser une prédiction d’EULER progressive pour approcher u;.
Nous avons construit ainsi un nouveau schéma explicite a deux pas :

uo = y(to) = yo,
uy = up + ho(iy, ug),
Uns1 = Un+ 2 (3¢ (tn, un) — @(tn-1,Un-1)) n=12,..N-1.

Il s’agit d'un schéma explicite appelé schéma d’ADAMS-BASHFORTH a deux pas.
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@Exercice 4.3 Méthodes d’ADAMS-MOULTON
Considérons le probleme de CAUCHY suivant dont on suppose qu'il existe une et une seule solution :

trouver y: [fy, T1 <R — R tel que

Y@ =ft,y@®), Vielt,T),
y(to) = yo.

Le principe des méthodes numériques pour approcher la fonction y est de subdiviser 'intervalle [y, T] en N intervalles
de longueur h = (T — ty)/N > 0. Pour chaque nceud ¢, = tp + nh (1 < n < N ) on cherche la valeur inconnue u, qui
approche y(t,) a partir de uy = yp. Lensemble des valeurs { ug, i1, ..., 4y } représente la solution numérique.

Dans cette exercice on va construire des schémas numériques basés sur l'intégration approchée de 'EDO y'(f) =
f(t,y(1) entre ¢, et t,,+1 a partir de la relation

I+l

Y(tne1) = y(tn) + f(t,y(0) dt.
In
Les schémas d’ADAM approchent I'intégrale précédente par I'intégrale d'un polynéme interpolant f en des points don-
nés.
1. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points a interpoler le point { £, }. Quel schéma reconnait-
on?
2. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points a interpoler les points { #;, ;11 }. Quel schéma
reconnait-on?

3. Ecrire le schéma implicite obtenu en choisissant comme points a interpoler les points { ,,_1, t;, ty+1 } €n proposant
une adéquate initialisation de la suite. (Attention : on intégre f sur l'intervalle [z, f;;,+1] mais on interpole f en t;4+1, I; et
In-1)

CORRECTION DE I’EXERCICE 4.3.
1. Ona

p(t) = f(tn+lry(tn+l))

[n+1
f () dt = hf (tns1, Y (tns1))
t”

et on obtient le schéma
up = y(to) = yo,
Ups1 = Up+Rf(the1, Ups1) n=0,1,...N-1
Il s’agit d’'un schéma implicite appelé schéma d’ADAMS-MOULTON a un pas (qui coincide avec la méthode d’EULER
régressive).
2. Ona

f(thrl,J/(thrl)) _f(tn;J/(tn))
h

p() = (t=tn) + f(tn, y(tn)

tn+1 h
f p(0) dr =5 (f(tn, Y(ta)) + F (ts1, V(b))
In

et on obtient le schéma
up = y(t) = yo,
Up+l = Up t g (f(tn’ up) + [ (tny1, un+1)) n=12,..N-1
Il s’agit d'un schéma implicite appelé schéma d’ADAMS-MOULTON a deux pas qui coincide avec le schéma de CRANK-
NICOLSON.
3. Ona

f(tnfl;_)/(tnfl))
2h?

ftn, y(tn) ftns1, y(tns1)
h? 2h?

In+1 h
f P(f) dt: E (Sf(tn+l;y(tn+l)) +8f(tnyy(tn)) _f(tn—lyy(tn—l)))
In

p(t) = (=t (= ths1) — (t—tyh-1) (&= tpe1) + (t=ty1)(E—1y)
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et on obtient le schéma

up = y(%) = Yo,
uy = ug+ hf(to, up) = y(t1)
Upy1 =Up + % (Sf(tn+1; Up+1) +8f (ty, up) — f (-1, Ltn_l) n=12,..N-1

ol u; est une approximation de y(#;) obtenue en utilisant une prédiction d’EULER progressive.

DExercice 4.4 A-stabilité de la méthode d’'EULER explicite en fonction du pas
On considére le probléeme de CAUCHY

V(0 =-y®,
{ y(0) =1,
sur I'intervalle [0;10].
1. Calculer la solution exacte du probleme de CAUCHY.
2. Soit £ le pas temporel. Ecrire la méthode d’EULER explicite pour cette équation différentielle ordinaire (EDO).
3. En déduire une forme du type
un+1 = g(h,n)
avec g(h, n) a préciser (autrement dit, I'itérée en ¢, ne dépend que de h et n et ne dépend pas de u,,).
4. Utiliser la formulation ainsi obtenue pour tracer les solutions

* exacte,

* obtenue avec la méthode d’EULER avec h = 2.5,
* obtenue avec la méthode d’EULER avec h = 1.5,
* obtenue avec la méthode d’EULER avec h =0.5.

5. Que peut-on en déduire sur la A-stabilité de la méthode?

CORRECTION DE LEXERCICE 4.4.

1. 1l s’agit d'une EDO a variables séparables. Lunique solution constante de 'EDO est la fonction y(f) = 0, toutes les
autres solutions sont du type y(#) = Ce™’. Donc I'unique solution du probléme de CAUCHY est la fonction y (1) = e~ *
définie pour tout ¢ € R.

2. Laméthode d’EULER est une méthode d’intégration numérique d’EDO du premier ordre de la forme y'(t) = F(¢, y(1)).
C’est une méthode itérative : la valeur y al'instant 7+ h se déduisant de la valeur de y al'instant ¢ par 'approximation
linéaire

yt+h) =y +y (Oh=y®+F(t, y0)h.

En choisissant un pas de discrétisation &, nous obtenons une suite de valeurs (¢,, u,) qui peuvent étre une excellente
approximation de la fonction y(f) avec

tha=1ty+nh,
{ Up=Up_1+Fp_1,up-1)h.
La méthode d’EULER explicite pour cette EDO s’écrit donc
Ups1 = (1= Ruy,.
3. En procédant par récurrence sur 1, on obtient

Upe1 = (1= R

4. Onadonc

3 n

*x sih=25alors u, = (_5) tandis que y(t,) = e "2,
1 n

*x sih=1.5alors u, = (_5) tandis que y(t,) = e 3"/,

1 n
x si h=0.5alors u, = (5) tandis que y(t,) = e~ /2.
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Un
th=nh|h=25] h=15 h=05
0 1 1 1
0.5 0.5
0.25

1.5 -0.5 0.125

0.0625
2.5 -15 0.03125
3 0.25 0.015625
3.5 0.0078125
4 0.00390625
45 -0.125 0.001953125
5 2.25 0.0009765625
5.5 0.00048828125
6 0.0625 0.000244140625
6.5 0.0001220703125
7 6.103515625 x 107°
7.5 -3.75 | —0.03125 | 3.0517578125x 107>
8 1.52587890625 x 1072
8.5 7.62939453125 x 1076
9 0.015625 | 3.814697265625 x 10~°
9.5 1.9073486328125 x 1076
10 5.0625 9.5367431640625 x 10~/

Ci-dessous sont tracées sur I'intervalle [0;10], les courbes représentatives de la solution exacte et de la solution cal-
culée par la méthode d’'EULER explicite. En faisant varier le pas h nous pouvons constater que si h = 2.5 l'erreur
commise entre la solution exacte et la solution calculée est amplifiée d'un pas a l'autre.

y
3
2 Exacte
—— h=05
1 —— h=1.5
h=25
0 \\Z’\Z ’
| ) k 4 i 6 7 9 4
-1
-2
_3 \/

NB: les trois premieres itérées ontla méme pente (se rappeler de la construction géométrique de laméthode d'EULER).

5. Dela formule 1,41 = (1 — h)"*! on déduit que

* 810 < h <1 alors la solution numérique est stable et convergente,
x si 1< h <2 alors la solution numérique oscille mais est encore convergente,
* si h > 2 alors la solution numérique oscille et divergente.

En effet, on sait que la méthode est A-stable si et seulement si |1 — h| < 1.

Remarque :1a suite obtenue est une suite géométrique de raison g = 1 — h. On sait qu'une telle suite
* divergesi|g|>1ougqg=-1,
* eststationnairesig =1,
* converge vers 0 |g| < 1.
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®Exercice 4.5
Lévolution de la concentration de certaines réactions chimiques au cours du temps peut étre décrite par I’équation

différentielle

y'(1)=- y(1).

1+ 12
Sachant qu’a l'instant ¢ = 0 la concentration est y(0) = 5, déterminer la concentration a ¢t = 2 a I'aide de la méthode
d’EULER implicite avec un pas h =0.5.

CORRECTION DE ’EXERCICE 4.5. Laméthode d'EULER implicite est une méthode d’intégration numérique d’'EDO du pre-
mier ordre de la forme y'(f) = F(t, y(¢)). C’'est une méthode itérative : en choisissant un pas de discrétisation h, la valeur y
alinstant ¢ + h se déduit de la valeur de y al'instant ¢ par 'approximation linéaire

y(t+h) =y)+ hy’(t+ h)=y(#)+hF(t+h,y(t+h)).
On pose alors t; = tp + nh, n € N. En résolvant I'’équation non-linéaire
Ups1 = Up + hF(pye1, Ups1),

on obtient une suite (u,) ,en qui approche les valeurs de la fonction y en #,,. Dans notre cas, 'équation non-linéaire s’écrit

Up+1 = Un— 1—2un+1-
+ tn+1

Elle peut étre résolue algébriquement et cela donne la suite

Un
Ups) = ———.
1+—1—
1+,

Si al'instant f = 0 la concentration est y(0) =5, et si h = 1/2, alors t,, = n/2 et

4+ (n+1)>2
Upsl = ——————— Uy,
s m+ "
On obtient donc
n ity U
0 0 5
4412 _ 55 _ 25 _
1 05 FH5=35=2x357
442225 _ 825 _ 20
2 1.0 6+227—1_07—7~2.86
443220 _ 1320 _ 52 _
3 1.5 _6+327_E7_ﬁ~2'48
4 20 AH752_ 2052 _ 520 955

6+42 21 — 2221 — 231

La concentration a ¢ = 2 est d’environ 2.25 qu’on peut comparer avec le calcul exact y(2) = 5e~ 1@ ~ 1 652499838.

y

5

LY

3 \\

2 —s Exacte
e EULER implicite

1
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DExercice 4.6
Soit > 0 un nombre réel positif et considérons le probleme de CAUCHY

(4.2)

y' (1) ==Py(r), pour >0,
y(0) = yo,

ol yp est une valeur donnée. Soit i > 0 un pas de temps donné, ¢, = nh pour n € N (ainsi # = 0) et u,, une approximation
de y(t,).

1. Ecrire le schéma du trapéze (appelé aussi de CRANK-NICOLSON) permettant de calculer u,1 a partir de u,. Sous

quelle condition sur % le schéma du trapéze est-il A-stable ? Autrement dit, pour quelles valeurs de h la relation

lim wu, =0 a-t-elle lieu?
n—+oo

2. A partir du schéma du trapeéze, en déduire le schéma de HEUN. Sous quelle condition sur & le schéma de HEUN
est-il A-stable 2

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.6. Le probléme (4.2) est un probleme de CAUCHY de la forme (4.1) avec ¢(t,y) = —fy. Le
principe des méthodes d’approximation est de subdiviser 'intervalle I en sous-intervalles de longueur h et, pour chaque
neceud ¢, = ty+ nh (avec n € N), on cherche la valeur inconnue u,, qui approche y(t,). Lensemble de valeurs { ug, u1,...} re-
présente la solution numérique. Les schémas numériques permettent de calculer u,+1 a partir de u, et il est donc possible
de calculer successivement uy, uy,... en partant de .

1. Sinous intégrons 'EDO y'(1) = ¢(t, y(1)) entre t, et t,,1 nous obtenons

In+1
Y(tpe1) —y(ty) = f (L, y(1) de.
tn

Soit u,, une approximation de u(t,) et u,+; une approximation de y(,+1). Si on utilise la formule du trapeze, i.e.

In+1 h
f (L, y(1) dt = 3 (0(tn, y(tn) + @(tns1, Y(tns1))
In
on obtient le schéma du trapeze ou de CRANK-NICOLSON

{uo = y(to),

Une1 = B@(tnir, Uni) = tn + Lty upn), pourn=0,1,2,...

Il s’agit d'un schéma implicite car il ne permet pas d’écrire directement u,; en fonction de u, lorsque la fonction
¢ n'est pas triviale. En appliquant le schéma du trapéze au probleme (4.2) on obtient la suite définie par récurrence

suivante
Uy = y(t(]))
(1 + %ﬁ) Upsl = (1 - %[3) Up.
Par induction on obtient
2—pBh\"
Up = .
"=\2+pn) "
Par conséquent, nliIP u, =0 si et seulement si
—+00
2-ph
p <1
2+ ph
Notons x le produit Sk > 0 et g la fonction g(x) = %fr—; =1-257. Nous avons 0 < 3= < 1 pour tout x € R}, donc

|g(x)| < 1 pour tout x € R}. La relation liIP u, =0 est donc satisfaite pour tout h > 0.
n—+oo

2. Pour éviter le calcul implicite de u;+; dans le schéma du trapéze, nous pouvons utiliser une prédiction ' EULER
progressive et remplacer le u,,+; dans le terme (41, Up+1) par ii,+1 = Uy, + he(t,, u,). Nous avons construit ainsi le
schéma de HEUN. Plus précisément, cette méthode s’écrit

uo = y(to),
Upel = Up + g (@(tn, un) + @ (tns1, n + hp(ty, un)), pourn=0,1,2,...

En appliquant le schéma de HEUN au probléme (4.2) on obtient la suite définie par récurrence suivante

{uo = y(t()))
2
Upil = (1 - Bh+ @) Us.
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Par induction on obtient

o2\ n
unz(l—ﬁh+@) Yo.

Par conséquent, liIP u, =0 si et seulement si
n—+oo

, (h)?

— <1
2

‘1—ﬁh+ﬁ

Notons x le produit fh et g le polyndme q(x) = %xz — x+ 1 dont le graphe est représenté en figure.

q

0 2 x=ph
Nous avons |g(x)| < 1 si et seulement si 0 < x < 2. La relation nlirp u;, = 0 est donc satisfaite si et seulement si
—+00

2
h<-—.
p

& Exercice 4.7

On consideére le probleme de CAUCHY

4.3)

¥y () =-(y()™ +cos(t), pour >0,
y(0) =0,

ol m est un entier impair.

1. Montrer que le probleme (4.3) possede une solution unique locale.

2. Soit h > 0 un pas de temps donné, soit ¢, = nh pour n € N et u,, une approximation de y(t,). Ecrire le schéma

d’EULER rétrograde permettant de calculer u,; a partir de u,.

3. A partir du schéma obtenu au point précédent, écrire un seul pas de la méthode de NEWTON pour calculer une

nouvelle approximation de ;1. En déduire ainsi un nouveau schéma explicite.

CORRECTION DE L’EXERCICE 4.7.

1. Le probléme (4.3) est un probleme du type

148

trouver y: I cR* — R tel que
YO =9ty®), Vtel,
.V(t()) = J’O,
Si la fonction ¢(t, y) est de classe €' par rapport a ses deux variables alors la solution y = y(#) du probléme de
CAUCHY existe, est unique et appartient a €' (I).
Dans notre cas, ¢(t,y) = —(y™) +cos(t), donc d,¢(t, y) = —sin(t) et 0y p(t,y) = —m(y™ 1) qui sont de classe €, donc
le probleme (4.3) possede une solution unique.

Le probleme (4.2) est un probleme du type
trouver y: I cR* — R tel que
{Mm=¢uyum viel,
y(t) = yo.
Le principe des méthodes d’approximation est de subdiviser 'intervalle I en sous-intervalles de longueur & et, pour
chaque nceud ¢, = ) + nh (n = 0), on cherche la valeur inconnue u, qui approche y(¢,). Lensemble de valeurs

{ug, uy,...} représente la solution numérique. Le schéma de EULER rétrograde établit une relation entre u, et 1,4 et
il est donc possible de calculer successivement u;, u,. .., en partant de uy.
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Si nous intégrons I'EDO y'(1) = ¢(t, y(1)) entre t,, et t,,1 nous obtenons

In+1
V(1) = y(tn) = f @(t,y(1) de.
tn

Soit u, une approximation de y(t,) et u,+; une approximation de y(f,+1). Si on utilise la formule du rectangle a
droite, i.e.

tnt1
f @1, (1)) dt = hp(tnsr, y(tns1))
ty

on obtient le schéma d’EULER rétrograde :

Yo=0,
Ups1 = Up + B (=(Upe1)™ +cOS(£p41)) .

Ce schéma est implicite car il ne permet pas de calculer u,,,; directement a partir de u,,.

3. Il s’agit de trouver u,+; tel que
Un+1 = Un +h(—ul, | +cos(tni1)).

Pour déterminer 1,1 nous devons chercher le zéro de la fonction g, définie par
gn(x) = x+hx"™ = (hcos(tp+1) + uy).

La méthode de NEWTON pour approcher le zéro de g, construit une suite (xy)gen qui converge vers u,.; a partir
d’un x( bien choisit selon la définition par récurrence suivante :

gn(xp) Xk + hxl' = (hcos(tn+1) + Un)

Xk+1 = X — Xk =
gn(xr) 1+ mhx*!

Le premier pas de la méthode de NEWTON s’écrit donc

Xo + hx" — (hcos(tp1) + Uy)

X1 =Xo — —
1+mhx(! 1

Choisissons xy = u, comme valeur de départ (un autre choix pourrait étre xy = u,+he(t,, u,)). Nous pouvons utiliser
X1 comme approximation de u,+; et on obtient le schéma

uy =0,

Up + hu) — (hcos(ty1) + up)

Up+1 = — —
1+mhu™!

®Exercice 4.8
Soit le probleme de CAUCHY :

4.4
y(0) = 30> 0. @4

{y’(t) +10y(0) =0, VieR,
1. Montrer qu'il existe une unique solution globale y € (R, R) que vous préciserez explicitement.
2. Soit le schéma numérique de CRANK-NICOLSON défini par la suite (u,,) ,en VErifiant

Up+1— Up

7 +5(Ups1 +uy) =0, VneN,

pour h > 0 fixé.
Montrer que la suite (u,) ,en €st une suite géométrique dont on précisera la raison.

Montrer que la raison r de la suite vérifie |r| < 1 pour tout i > 0. Ce schéma est-il inconditionnellement A-stable ?
Sous quelle condition sur & > 0 le schéma génére-t-il une suite positive ?

Donner 'expression de u,, en fonction de n.

I O

Soit T > 0 fixé, soit n* telque T—h<n*h < T (donc n* dépend de h). Montrer que

10T

lim u;,« = ype~
g e T
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7. Soit (V) nen la suite définissant le schéma d’EULER explicite pour I'équation différentielle (4.4). Montrer que

lim v,» = Oe_IOT.
h—0 ¥

Montrer que u,+ converge plus vite que v, vers y(t,+) = yoe~'°T lorsque h — 0.

CORRECTION DE 'EXERCICE 4.8. C’est un probleme de CAUCHY du type

") =@, y(1), VEeR,

Y (@)=, y(1) 4.5)
y(0) =y >0,

avec ¢(t,y) = g(y) =-10y.

1. On montre d’abord qu'il existe une et une seule solution locale (i.e. sur [-T; T]) de classe & ([T, T),R). On montre
ensuite que cette solution est de classe €*°([—T, T1,R). On montre enfin que la solution admet un prolongement
sur R.

* Comme g€ 1 (R,R), d’apresle théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ il existe T > 0 et une unique solution y € EV(-T, T],R).

x Par récurrence, en exploitant 'EDO et la régularité de g, on grimpe en régularité sur y ainsi y € €°([- T, T1,R).

* La fonctionne nulle est solution de 'EDO (mais non du probleme de CAUCHY donné). Par 'unicité de la solution
du probleme de CAUCHY on en déduit que soit y(f) > 0 pour tout ¢ € [-T, T] (i.e. lorsque y, > 0) soit y(#) < 0 pour
tout t € [-T, T] (i.e. lorsque yp > 0). De plus, y est décroissante si y, > 0 et croissante si yp < 0. On en déduit par le
théoréeme des extrémités que la solution u admet un prolongement sur R solution de 'EDO.

Pour en calculer la solution, on remarque qu’il s’agit d'une EDO a variables séparables. Lunique solution constante

est y(1) = 0, toutes les autres solutions sont du type y(t) = Ce~'%’. En prenant en compte la condition initiale on

conclut que 'unique solution du probléme de CAUCHY est y(f) = ype~'° définie pour tout ¢ € R.

2
1

—1_i; 1t
-2

2. Soit le schéma numérique de CRANK-NICOLSON défini par la suite () en Vérifiant

Up+1— Unp

7 +5(Ups1 +uy) =0, VneN,

pour h > 0 fixé. On obtient une formule de récurrence rendue explicite par un calcul élémentaire :

Ups1 = —Shuy —5hu, + u,

d’ott
S 1-5h "
n+l — 1+5h n-
1 s’agit d’'une suite géométrique de raison
1-5h
r= .
1+5h

3. Pourtouth>0o0na
_1-5h . 10h

r= = -
1+5h 1+5h

et

—1<1—-—-

+5h

Ce schéma est donc inconditionnellement A-stable car | ;1] = |7+

uo| = |ugl.

150 (© G. FACCANONI



Jeudi 27 aoiit 2015 4. Equations différentielles ordinaires

4. Le schéma génére une suite positive ssi

10h >0
1+5h
i.e. ssi .
h<-—.
5
5. Par récurrence on obtient
_(1—5h "
"“\1+5n) *

6. Soit T > 0 fixé et considérons n* (dépendant de h) tel que T — h < n*h < T. En se rappelant que
In(1
lim Ind+ax) =1
x—0 ax

et en observant que

I n* I
1-5h | " < 1-5h < 1-5h\|h
1+5h = 1+5h = 1+5h

I
In(1-5h)—-In(1+5h) In(1-5h)-In(1+5h)
(T~ =S (LSl o T =Sl In 451
[ [
=5In(1-5h)-5In(1+5h) =5In(1-5h)-5In(1+5h)
e(T_h) 5h eT 5h
e—lOT e—lOT

on conclut que

lim u l'm(l_5 )n* uge 10T
i «=upli = .
h—o " %5—0\1+5h 0

7. Lasuite définissant le schéma d’EULER explicite pour 'EDO assignée s’écrit

Un+1—Un

T = @l v) = Uni1 = U —10hv, = (1-10h)v, = (1 - 10h) " ,.

Il s’agit a nouveau d’une suite géométrique de raison
re=1-10h

qui converge si et seulement si |r.| < 1, i.e. si et seulement si h < 0,2 (le schéma d’EULER pour cette EDO est condi-
tionnellement stable).
Soit T > 0 fixé et considérons n* (dépendant de h) telque T—h<n*h < T. Alors

(1—10h)%71 < (1-10m" < (1—10h)%
l I

In(1-10h) In(1-10h)
eT=M=, el =
I [
In(1-10h) In(1-10h)
10T U1 10720
e*lOT e*lOT

. . z -10T
lim v, = ug lim (1-10h) 7 = uge .
h—0 h—0

De plus, on sait (cf. cours) que la suite (u,) ,eny converge a ’ordre 2 tandis que la suite (v,,) ,eny converge a l'ordre 1.

®Exercice 4.9
Soit le probleme de CAUCHY :

VY

y’(t)+—2 =0, VteR",
y(0) =up >0.
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1. Soit le schéma numérique défini par la suite (1) ,en Suivante

Up+1— Up + Up+1
h 2/uy,

pour A > 0 fixé. Expliciter 'expression de u,+; en fonction de u,,.

=0, VneN,

2. Montrer que la suite (u,) ,en €St une suite positive, décroissante et convergente vers 0.

CORRECTION DE ’EXERCICE 4.9.
C’est un probleme de CAUCHY du type

y'(0) =@, y(1), VieR,
y(0) =y>0,
avec ¢(t,y) =g(y) = _4_

1. Pour h > 0 fixé on obtient une formule de récurrence rendue explicite par un calcul élémentaire :

3/2
Un 2(uy)
Up+1 = = , VneN.
h
1+ Nom 2\/u,+h
2. On étudie la suite
ug >0,
2 3/2
Uni1 = 5y, YneN,
pour k> 0 fixé.
Par récurrence on montre que si uy > 0 alors u, > 0 pour tout n € N. De plus, ”;—;1 =1 lh <1pourtoutneN:la

2y/un
suite est monotone décroissante. On a alors une suite décroissante et bornée par zéro, donc elle converge. Soit ¢ la

3/2
limite de cette suite, alors / =0et ¢ = zthh donc ¢ =0.

DExercice 4.10
Soit le probleme de CAUCHY :

/ 5 _ +
{y(t)+y(t)—0, VteR", s

y(0) = yo>0.
1. Montrer qu'il existe une unique solution globale y € € (R*,R").
2. Soit le schéma numérique défini par la suite (1) ,en Suivante

Up+1— Unp

h +un+1u‘,§=0, VneN,

pour k> 0 fixé. Expliciter 'expression de u,,+; en fonction de u,,.

3. Montrer que la suite (u,) ,en €St une suite décroissante et convergente vers 0 pour tout i > 0 fixé.

CORRECTION DE I’EXERCICE 4.10.
C’est un probléme de CAUCHY du type

4.7)

y'() =t y1), VteR,
y(0) =y0>0,

avec ¢(t,y) = g(y) = —y°.

1. On montre d’abord qu’il existe une et une seule solution locale (i.e. sur [-T; T]) de classe %1((0, T],R). On montre

ensuite que cette solution est de classe ([0, T],R). On montre enfin que la solution admet un prolongement sur R..

» Comme g € ¢ (R",R"), d’apres le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ il existe T > 0 et une unique solution y €
€' ([0, T1,R).

x Par récurrence, en exploitant I'EDO et la régularité de g, on grimpe en régularité sur y ainsi y € €°°([0, T],R).

x La fonctionne nulle est solution de 'EDO (mais non du probléeme de CAUCHY donné). Comme ¥, > 0, par l'unicité
de la solution du probléeme de CAUCHY on a y(t) > 0 pour tout ¢ € [0, T] (car deux trajectoires ne peuvent pas se
croiser). De plus, y est décroissante, ainsi la solution est bornée (y(¢) € 10, yp[). On en déduit par le théoreme des
extrémités que la solution y admet un prolongement sur R* solution de 'EDO. !

1. On peut montrer que I'unique solution du probleme (4.6) est la fonction y: [0, T] — R définie par y(¢) = yp (4 tyg +1)7174,
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2. Pour h > 0 fixé on obtient une formule de récurrence rendue explicite par un calcul élémentaire :

tn Vnen
Un+l1 = —7 n .
1+uin’
3. On étudie la suite
Uup =yo > 0,
Up+1 = Hu%, vneN,

pour & >0 fixé.

Par récurrence on montre que si ug > 0 alors u, > 0 pour tout n € N. De plus, % = 1+i4h
n n
suite est monotone décroissante. On a alors une suite décroissante et bornée par zéro, donc elle converge. Soit ¢ la

limite de cette suite, alors £ =0 et ¢ = ﬁ donc ¢ = 0. Ce schéma est donc inconditionnellement A-stable.

<lpourtoutneN:la

DExercice 4.11

| Soit le probleme de CAUCHY :
") +sin(y(8) =0, VteR,
y(1) (y(6) 4.8)
y(0)=yo>0.
1. Montrer qu'il existe une unique solution globale y € € (R, R).
2. Ecrire le schéma le schéma d’EULER explicite pour ce probléme de CAUCHY en explicitant vos notations.
3. Montrer que la suite (u,) ,en construite par ce schéma vérifie
[Uns1l < lupl+h, VneN,
ol h >0 est le pas de la suite.
4. En déduire que
lun| <lugl +nh,  VYneN.
CORRECTION DE L'EXERCICE 4.11.
C’est un probléme de CAUCHY du type
"(1) = @(t,y(1), VIER,
Y@=t y®) 4.9)
y(0)=y>0,

avec ¢(t,y) = g(y) = —sin(y).

1. Comme g € TR R), d’apres CAUCHY-LIPSCHITZ, il existe T > 0 et une unique solution y € EY([~T, T),R). Par récur-
rence, en exploitant 'EDO et la régularité de g, on grimpe en régularité sur y et y € €°([-T, T],R).
Toutes les fonctions constante y(f) = kx pour k € Z sont solutions de I’équation différentielle car g(km) = 0. Pour y
donné, soit k € Z tel que yp € lkm; (k+1)7); par'unicité de la solution du probléme de CAUCHY on a y(f) € lkm; (k+1)7]
pour tout ¢ € [-T, T] (car deux trajectoires ne peuvent pas se croiser), i.e. la solution est bornée. On en déduit par le
théoréme des extrémités que la solution y admet un prolongement sur R solution de 'EDO.

2. Soit h > 0 fixé et t;, = nh pour tout n € Z. Le schéma d’'EULER explicite pour 'EDO donnée construit la suite
Upe1 = Uy — hsin(uy,), VneN.
3. Comme |a+ b| < |al + |b| et comme | —sin(x)| < 1 pour tout x € R, on conclut que
[Uni1l = uy — hsin(uy)| < luy| + |hsin(u,)| < [uy| +h
pour & >0 fixé.

4. Parrécurrence: |u,1l <|uyl+h<|up_1|+2h<---<|ugl+(n+1)h.

@Exercice 4.12 Loi de NEWTON
Considérons une tasse de café a la température de 75°C dans une salle a 25°C. On suppose que la température du café
suit la loi de Newton, c’est-a-dire que la vitesse de refroidissement du café est proportionnelle a la différence des tempé-
ratures. En formule cela signifie qu’il existe une constante K < 0 telle que la température vérifie 'équation différentielle
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ordinaire (EDO) du premier ordre.
T'(r) = K(T(t) - 25).

La condition initiale (CI) est donc simplement
T(0) =75.

Pour calculer la température a chaque instant on a besoin de connaitre la constante K. Cette valeur peut étre déduite en
constatant qu’apres 5 minutes le café est a 50°C, c’est-a-dire

T(5) =50.

Calculer la solution exacte de ce probleme de CAUCHY et la comparer avec la solution approchée obtenue par la méthode
d’EULER explicite.

CORRECTION DE UEXERCICE 4.12.

Solution exacte 1. On commence par calculer toutes les solutions de 'EDO. Etant une équation différentielle du pre-
mier ordre, la famille de solutions dépendra d'une constante qu’on fixera en utilisant la CI. Il s’agit d'une EDO
avariables séparables donc formellement on a

/ T'(1) dr
T'(t) = K(T(r)—25) —— =K = —— =Kdr =
(T(r)—25) (T -25)
1
fdeszdt = In(I-25=Kt+c =  T-25=DeX" =T() =25+De"
2. Lavaleur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI :
75=T(0) = 25+ DeX? — D =50 = T(1) = 25+50e"!

3. Il ne reste qu’a établir la valeur numérique de la constante de refroidissement K grace al'«indice» :

Kt In(2) —In@
50 =T(5) =25+50e = KZ—T:—O.M - T(t)=25+50e 5
On peut donc conclure que la température du café évolue selon la fonction

n(2)

1
T(t) =25+50e 5 °.

T

75 N
I~
50
\\
\\\\

25

0

5 10 157

Solution approchée par la méthode d’Euler progressive Supposons de connaitre K mais de ne pas vouloir/pouvoir
calculer la fonction T'(#). Grace a la méthode d’EULER on peut estimer la température a différentes instantes ¢; en
faisant une discrétisation temporelle du futur (i.e. on construit une suite de valeurs {t; = 0 + i At};) et en construisant
une suite de valeurs {T;}; olt chaque T; est une approximation de T'(;). Si on utilise la méthode d’EULER, cette suite
de température est ainsi construite :

Tis1 = Ty — 2E AL (T; - 25),
To =75,

qu’on peut réécrire comme

Tiv1=(1-"2AnT; +5In(2)At,
Ty =175.
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1. Exemple avec At =5:

T
75 ¢
'\‘\
AN
N
50 AN
\\
—
\\\ \\\\\
25 o
0
5 10 157
Li T(t) T; T(t)-T;
0.000000  75.000000 75.000000 0.000000
5.000000 50.000000 40.342641 9.657359
10.000000 37.500000 29.707933 7.792067
15.000000 31.250000 26.444642 4.805358
2. Exemple avec At =1:
T
75 N

\\\\
N
50 \\

25

L T(t) T; T(t)-T;
0.000000 75.000000 75.000000 0.000000
1.000000 68.527528 68.068528 0.459000
2.000000 62.892914 62.097962 0.794952
3.000000 57.987698 56.955093 1.032605
4.000000 53.717459 52.525176 1.192283
5.000000 50.000000 48.709377 1.290623
6.000000 46.763764 45.422559 1.341205
7.000000 43.946457 42.591391 1.355066
8.000000 41.493849 40.152707 1.341142
9.000000 39.358729 38.052095 1.306634
10.000000 37.500000 36.242691 1.257309
11.000000 35.881882 34.684123 1.197759
12.000000 34.473229 33.341618 1.131610
13.000000 33.246924 32.185225 1.061700
14.000000 32.179365 31.189141 0.990224
15.000000 31.250000 30.331144 0.918856

Exercice 4.13 «Les experts - Toulon»
La loi de Newton affirme que la vitesse de refroidissement d'un corps est proportionnelle a la différence entre la tem-
pérature du corps et la température externe, autrement dit qu’il existe une constante K < 0 telle que la température du
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corps suit I’équation différentielle
T'(t) = K(T(t) = Texo),
T(0) = Typ.

1. Soit At le pas temporel. Ecrire le schéma d’ EULER implicite pour approcher la solution de cette équation différen-
tielle.
2. Soit Text = 0°C. En déduire une forme du type

Tn+1 = g(At) n, TO)

avec g(At, n, Ty) a préciser (autrement dit, I'itéré en t,, ne dépend que de At, de n et de Tp). Que peut-on en déduire
sur la convergence de la méthode ?
3. Probléme. Un homicide a été commis. On veut établir I'heure du crime sachant que
* pour un corps humaine on peut approcher K = —0.007438118376 (I’échelle du temps est en minutes et la
température en Celsius),
* le corps de la victime a été trouvé sur le lieu du crime a 2 H20 du matin,
* al’heure du déces la température du corps était de 37°C,
* al’heure de la découverte la température du corps est de 20°C,
* la température externe est Tey = 0°C.
Approcher I'heure de '’homicide en utilisant le schéma d’EULER implicite avec At = 10 minutes.
4. Pour cette équation différentielle, il est possible de calculer analytiquement ses solutions. Comparer alors la solu-
tion exacte avec la solution approchée obtenue au point précédent.

CORRECTION DE ’EXERCICE 4.13.

1. Laméthode d’EULER implicite (ou régressive) est une méthode d’intégration numérique d’'EDO du premier ordre de
la forme T'(t) = F(t, T(1)). En choisissant un pas de discrétisation Az, nous obtenons une suite de valeurs (t,, T;) qui
peuvent étre une excellente approximation de la fonction T'(¢) avec

I, =ty + nAt,
Tn1=Tn+ F(tp+1, Tne1) AL

La méthode d’EULER implicite pour cette EDO s’écrit donc
Ty1 = T+ KAH(Ty41 — Text)-

2. Si Text = 0°C, en procédant par récurrence sur n on obtient

1 1
Th+1 = 8(At,n) = T, = To,
autrement dit, l'itérée en t,, ne dépend que de At et de n mais ne dépend pas de T;. Comme 0 < ﬁ < 1 pour tout

At > 0, la suite est positive décroissante ce qui assure que la solution numérique est stable et convergente.

3. On cherche combien de minutes se sont écoulés entre le crime et la découverte du corps, autrement dit on cherche
n tel que

1

20=——7—"—
(1-KApn+1

37) In(37) s

37:>(1—KA;)"+1:3—7:n+1=10g (— =207
20 (-KA0\20) ™ In(1 - KAD
Comme f;, = ty+ nAt, si t, =2H20 alors ty = t,, — nAt =2H20—1H20 = 01 HO00.
4. Calcule analytique de toutes les solutions de I’équation différentielle :
* On cherche d’abord les solutions constantes, i.e. les solutions du type T'(t) = ¢ € R quelque soit ¢. On a
0=K(c— Text)

d’ot1 'unique solution constante T (f) = Text.
* Soit T'(1) # Text quelque soit t. Puisqu’il s’agit d'une EDO a variables séparables on peut calculer la solution comme

suit :
T =K(T(t) = Text) = & =K = dr =Kdt =
T(t) — Text T — Text
f ! th:K/dt = In(T-Tex) =Kt+c = T—Text:DeKt = T = Text+DeKt.
€eXx
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La valeur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI:
To = T(0) = DeX? = D=-T — T(t) = TyeX!
Ici Ty = 37°C donc la température du cadavre suit la loi
T(1) =37eX".
Pour déterminer ’heure du meurtre il faut alors résoudre I'équation
20 =37¢X!

dolut= %ln % ~ 82,70715903 minutes, c’est-a-dire 83 minutes avant 2H20 : le crime a été commit a 00H57.

TI°C]
—
5 \e\
j’\
1
[e] o (] o o S S o o r
(=) — N o < Lo (=} — AN
£ £ £ £ E E § %

&HExercice 4.14
| Un modele pour la diffusion d'une épidémie se base sur ’hypothése que sa vitesse de propagation est proportionnelle
au nombre d’individus infectés et au nombre d’individus sains.
Si on note I(f) = 0 le nombre d’individus infectés a I'instant £ = 0 et A > 0 le nombre d’individus total, il existe une
constante k € R* telle que I'(¢) = kI(£)(A— 1(1)).
1. Montrer qu'il existe T > 0 et une unique solution I € €°°([0, T]) au probleme de CAUCHY :

I'(t) = kI() (A= 1(1)),
1(0) = Iy > 0.

2. Montrer que si 0 < Iy < A alors 0 < I(f) < A pour tout ¢ > 0.
3. Montrer que si 0 < Iy < A alors I() est croissante sur R*.
4. Soit 0 < Iy < A. On considere le schéma semi-implicite

In+1 - In

At = kI (A—Ins1).

Montrer que I, — Alorsque n — +oo indépendamment du pas & > 0 fixé.

CORRECTION DE ’EXERCICE 4.14. C’est un probleme de CAUCHY du type

/ _ +
{1 () =@(t,1(1), VYteR", (4.10)

1(0) = Ip >0,

avec @(t,1(1) =gU(1) =kI()(A-I1(1).

1. Comme g € ¢ (R,R), d’aprés CAUCHY-LIPSCHITZ, il existe T > 0 et une unique I € %’} ([0, T],R) solution du probléeme
de CAUCHY. Par récurrence, en exploitant 'EDO et la régularité de g, on grimpe en régularité sur I et I € €°°([0, T1,R).

2. Puisque la fonction nulle et la fonction constante I(#) = A sont solutions de I'’équation différentielle, si 0 < Iy < A
alors 0 < I(t) < A pour tout ¢ € [0, T] (car, par I'unicité de la solution du probleme de CAUCHY, deux trajectoires ne
peuvent pas se croiser).

3. Puisque I'(r) = kI(t)(A— (1)), si 0 < Iy < A alors [ est croissante pour tout ¢ € [0, T]. On en déduit par le théoréme
des extrémités que la solution I admet un prolongement sur R* solution de 'EDO et que I est croissante pour tout ¢
eR*.
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4. Soit 0 < Iy < A. On considere le schéma semi-implicite

In+l - In

IR kIn(A—Ins1)

pour At > 0 fixé. On obtient une formule de récurrence rendue explicite par un calcul élémentaire :

_ 1+kAAt
T 1+ kAt

n+1 n-
Si0< Iy < Aalors

x I, >0 quelque soit n;

* I, est majorée par A car

Ingi=sA = Q+kAM)I,<(A+k[,ADA = ;<A

donc par récurrence I,1 < A quelque soit ;
* siln—>€alors£=%édoncﬁzOouﬁzA;
* I est une suite monotone croissante (encore par récurrence on montre que |I,+1| = |I,| = --- = |Iy]);
donc I, — Alorsque n — +oo indépendamment du pas h > 0 choisi.

Calcul analytique de toutes les solutions :
On a déja observé qu’il y a deux solutions constantes de 'EDO : la fonction I(¢) = 0 et la fonction I(f) = A.
Pour chercher toutes les solutions non constantes on remarque qu’il s’agit d'une EDO a variables séparables donc on a

I(t)= ———
De~ Akt 41

La valeur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI :

A— I
p="2=
Iy
Exemple avec A = 5000, I = 160, k = % etAr=1:

I

A _—-—— Exacte
/:-_/1 Apprv;chée avec At=1
| —T
///'//
T
|1 //
N e
Iy
t

& Exercice 4.15

| Considérons une population de bactéries. Soit p(#) le nombre d’individus (= 0) a I'instant ¢ = 0. Un modeéle qui décrit
I'évolution de cette population est I'«équation de la logistique» : soit k et & deux constantes positives, alors p(f) vérifie
I'équation différentielle ordinaire (EDO) du premier ordre

p'(t) = kp(t) — hp?(1).
On veut calculer p(¢) a partir d'un nombre initiale d’individus donné

p(0) = po = 0.
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CORRECTION DE ’EXERCICE 4.15.
Solution exacte

1. On commence par calculer toutes les solutions de 'EDO. Etant une équation différentielle du premier ordre,
la famille de solutions dépendra d'une constante qu’on fixera en utilisant la CI. Il s’agit d'une EDO a variables
séparables.

On cherche d’abord les solutions constantes, c’est-a-dire les solutions du type p(f) = ¢ pour tout t € R™ :
0=kc—hc?.

On a donc deux solutions constantes :

k
p) =0 et p(r) = W

Etant donné que deux solutions d’'une EDO ne s’intersectent jamais, dorénavant on supposera p(t) # 0 et p(t) #
’E‘ pour tout ¢ € R*, ainsi

p'(0 _
kp(®)—hp?()

Formellement on a

dp f 1 f
To—h2 Lt = ————dp=| 1dt =
11 1 [ -h ) .
—| —-dp-~ | ——dp=|[1ds | — Zln(k—hp) =t
kfp P k/k—hp P / = kn(P) kn( p)=t+c N
P 14 kt
1 = Db
n(k—]’lp) kt+kc £ i e —
p() = K
let+h

2. Lavaleur numérique de la constante d’intégration D est obtenue grace ala CI :

kD
D Po

= )= —— = .
Po=pPO=Tr ek k= hpo

On peut donc conclure que la population évolue selon la fonction

0 sipo=0,

k : _k
pt)=<"h SLPo =T

= sinon.

ekt

Une simple étude de la fonction p montre que
* si pg €10; k/hlalors p'(t) >0 etlim;— .o p(t) = k/h,
* si pg € 1k/h;+ool alors p' () <0 et lim— oo p(£) = k/ h.

p
5

Exemple avec k=3, h=1
3 — et différentes valeurs de

/ Po.
2
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Solution approchée Supposons de ne pas vouloir/pouvoir calculer la fonction p(t). Grace a la méthode d’EULER on
peut estimer le nombre d’indivus a différentes instantes t; en faisant une discrétisation temporelle du futur (i.e.
on construit une suite de valeurs {t; = 0+ iAt};) et en construisant une suite de valeurs {p;}; olt chaque p; est une
approximation de p(¢;). Si on utilise la méthode d’EULER, cette suite est ainsi construite :

pi+1=pi+At pi(k—hp;),
po donné,

qu’on peut réécrire comme
pi+1 = (1+kAt—hAtpi)p;,
po donné.

On veut appliquer cette méthode au cas de la figure précédente, i.e. avec k = 3, h =1 et les valeurs initiales pg =5 et
po = 2. Si on choisit comme pas temporelle Az = 0,15, on obtient les figures suivantes :

L p(t) pi p(t) — p; p
0.00 5.000000 5.000000 0.000000 5
0.15 4.027123 3.500000 0.527123
0.30 3.582637 3.237500 0.345137
0.45 3.347079 3.122164 0.224915
0.60 3.212403 3.064952 0.147451
0.75 3.132046 3.035091 0.096956
0.90 3.082874 3.019115 0.063759
1.05 3.052319 3.010459 0.041861 2
1.20 3.033151 3.005736 0.027415
1.35 3.021054 3.003150 0.017904 1
1.50 3.013390 3.001731 0.011659
1.65 3.008524 3.000952 0.007573 0
1.80 3.005430 3.000523 0.004907 2 3

L p(t;) pi p(ti) = pi p
0.00 2.000000 2.000000 0.000000
0.15 2.274771 2.300000 —0.025229
0.30 2.493175 2.541500 —0.048325
0.45 2.655760 2.716292 —0.060532
0.60 2.770980 2.831887 —0.060907
0.75 2.849816 2.903298 —0.053483
0.90 2.902469 2.945411 -0.042942
1.05 2.937070 2.969529 —0.032459 2
1.20 2.959567 2.983102 -0.023535
1.35 2.974092 2.990663 —0.016571 1
1.50 2.983429 2.994852 -0.011423
1.65 2.989412 2.997164 —0.007752 0
1.80 2.993240 2.998439 —0.005199 12 3t

L Exercice 4.16 Méthode de TAYLOR
La méthode de TAYLOR est basé sur la relation

1 1 1
yx+h) =yx) +y x)h+ Ey"(x)h2+ Ey”'(x)h3 oot %y(m)(x)hm

Cette relation prédit y(x + h) a partir de y(x), ainsi elle permet d’écrire une formule d’'intégration numérique. Le dernier
terme indique I'ordre de la méthode et I'erreur de troncature, due aux termes omis, est

— my(”’“)(f)herl pour x<é<x+h,

que 'on peut approcher par
hm
= T (Y™ (x+ h) -y (x)).

Considérons le probléme de CAUCHY

¥ (%) +4y(x) = %%,
y) =1
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| Estimer y(0.1) par la méthode de TAYLOR d’ordre 4 avec un seul pas d’'intégration.

CORRECTION DE EXERCICE 4.16. Le développement de TAYLOR en 0 jusqu’'a l’ordre 4 est
/ 1 /! 2 1 " 3 1 v 4
y(h)=y(0)+y(0)h+§y 0)h +§y 0)h +5y O)h™.

En dérivant 'EDO on trouve

y(0) =1,

¥ (%) = —4y(x) + 2%, ¥ (0) =4,

V' (x) = -4y (x) +2x, y"(0) = 16,
y/!/(x) — _4y!/(x) +2, y/l/(o) — _62,
¥V () =-4y" (), ¥V (0) = 248.

donc, pour x =0 et & =0.1, on obtient
-4 16 —-62 248
yOD)=1+—+—+——+ 6707

10 200 6000 240000 -
et comme
yVx+h) =-4y"(x) = —4(-4y" (x) +2) = (-4 (-4)'(x) +2x) +2) = (=4 (-4 (-4y(x) + x*) + 2x) +2)
alors y1V(0.1) = (—4 (-4 (-4 x 0.6707 + (0.1)?) + 0.2) + 2) = 166.259 et on obtient I'estimation de I'erreur

248

- %30 IV _ IV _
960000 (v oD-yT )

(166.259 — 248) = —0.000068.
960000
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5. Systemes linéacres

H Résoudre 'ensemble d’équations linéaires Ax =b H

{@Définition Définition : systéme linéaire
Soit i, p, = 1 des entiers. Un SYSTEME LINEAIRE 7 x p est un ensemble de n équations linéaires a p inconnues de la forme

by,

anx; + ... + A1pXp
(S) :

amXxy + ... + aupXp = by

* Les COEFFICIENTS a;; et les SECONDES MEMBRES b; sont des éléments donnés de R. Les INCONNUES X1, X2, ..., Xp sont
a chercher dans R.

* Le SYSTEME HOMOGENE associé a (S) est le systéme obtenu en remplacant les b; par 0.

x Une SOLUTION de (S) est un p-uplet (x1,X2,...,Xp) qui vérifie simultanément les n équations de (S). Résoudre (S)
signifie chercher toutes les solutions.

* Un systeme est IMPOSSIBLE, ou incompatible, s’il n'admet pas de solution. Un systeme est POSSIBLE, ou compatible,
s’il admet une ou plusieurs solutions.

* Deux systémes sont EQUIVALENTS s’ils admettent les mémes solutions.

Ecriture matricielle
Si on note

X1 bl al ... alp

Xp by, apl ... Gpp

le systeme (S) est équivalent a I’écriture matricielle Ax = b.

Dans ce chapitre, nous ne traiterons que des systémes linéaires carrés d’ordre n a coefficients réels, autrement dit A =
(a;j) € R"*" et b = (b;) € R". Dans ce cas, on est assuré de I'existence et de l'unicité de la solution si une des conditions
équivalentes suivantes est remplie :

1. A estinversible (i.e. det(A) #0);
2. le systéme homogene Ax = 0 admet seulement la solution nulle.

La solution du systeme peut alors étre calculée par la formule de CRAMER. Cependant cette formule est d'une utilité pra-
tique limitée a cause du calcul des déterminants qui est trés couteux. Pour cette raison, des méthodes numériques alter-
natives aux formules de CRAMER ont été développées. Elles sont dites directes si elles fournissent la solution du systeme
en un nombre fini d’étapes, itératives si elles nécessitent (théoriquement) un nombre infini d’étapes. Notons des a présent
que le choix entre une méthode directe et une méthode itérative pour la résolution d'un systeme dépend non seulement
de l'efficacité théorique des algorithmes, mais aussi du type de matrice, des capacités de stockage en mémoire et enfin de
I'architecture de I'ordinateur.

®Equilibrage de réactions chimiques
Du point de vue mathématique, équilibrer une réaction chimique signifie trouver des coefficients (dans N ou Q), appe-
1és coefficients stoechiométriques, qui satisfont certaines contraintes comme la conservation du nombre d’atomes, ou
la conservation du nombre d’électrons (pour les réactions red-ox), ou la conservation de la charge (pour les réactions
écrites sous forme ionique). Toutes ces contraintes dépendent linéairement des coefficients stoechiométriques, ce qui
amene tout naturellement a I’écriture d'un systeme linéaire.
Par exemple, considérons la réaction

Hy+ 0Oy — Hy0.

Notons x1, X2 et x3 les coefficients steechiométriques

x1Ho + x,0p — x3H50.
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Les contraintes sont :

1. la conservation du nombre d’atomes d’hydrogene : 2x; = 2x3,

2. la conservation du nombre d’atomes d’oxygeéne : 2x; = x3.
On note qu’on a 3 inconnues mais seulement 2 équations linéairement indépendantes; en effet, les coefficients stce-
chiométriques ne définissent pas des quantités absolues mais seulement les rapports entre les différents éléments. Par
conséquent, si (x1, X2, x3) équilibre la réaction, alors tous les multiples entiers de (x1, x2, x3) équilibrent aussi la réaction.
Pour résoudre le probleme sans parametres, fixons arbitrairement un des coefficients, par exemple x3 = 1. On doit alors

resoudre le systeme linéaire
20\ (x) (2
0 2f/\lx) \1

On trouve alors x; = 1 et x, = 1/2. Si nous voulons des coefficients stoechiométriques entiers, il suffit de multiplier tous
les coefficients par 2 et on a ainsi
2H,+10, — 2H,0.

5.1. Systéemes mal conditionnés

Considérons le systeme de deux équations a deux inconnues suivant :

3.218613x;1 +6.327917x2 = 10.546530,
3.141592x; +4.712390x, = 7.853982.

Ce systeme et non singulier et sa solution est donnée par x; = x, = 1. Considérons maintenant un systéme d’équations

voisin (le carré indique un changement de décimale) :

3.21861[ 1 Jx; +6.327917x, = 10.546530,
3.14159]4 Jx; +4.712390x, = 7.85398] 0.

Ce systéeme et non singulier et sa solution est donnée par x; = -5, x =5.

On voit donc que, bien que ces deux systémes soient voisins, leurs solutions sont trés différentes. On parle dans ce cas

de systémes mal conditionnés. Résoudre un systéme mal conditionné avec un ordinateur peut étre une affaire délicate si
I'ordinateur calcule avec trop peu de chiffres significatifs. Dans I'exemple précédent nous observons que, si I'ordinateur
ne retient que 6 chiffres significatifs, il est completement inespéré d’obtenir une solution raisonnablement proche de la
solution.

{@Définition Conditionnement d’'une matrice
Le conditionnement d'une matrice A € R"*" non singuliére est défini par

KA) = AIIAT = D,

ol ||-|| est une norme matricielle subordonnée. En général, K(A) dépend du choix de la norme; ceci est signalé en intro-
duisant un indice dans la notation. Par exemple, on a les deux normes matricielles suivantes :

n

n
IAlL = max Y lajjl, [Allo = max Y |ajl.
j=l..nig i=leon i3

seRemarque Cas particulier
Si A est symétrique et définie positive ¢,
Amax

Ka(A) = [A2IA™ )l =

Amin

ol Amax (resp. Amin) est la plus grande (resp. petite) valeur propre de A.

a. A e R™ "M est
* symétriquesia;j=aj; pourtouti,j=1,...,n,
* définie positive si pour tout vecteurs x € R” avec x # 0, xI'Ax>0.
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Considérons un systeme non singulier Ax = b. Si 6b est une perturbation de b et si on résout Ay = b + éb, on obtient
par linéarité y = x + 6x avec Adx = db. La question est de savoir s'il est possible de majorer I'erreur relative [|6x||/[x|| sur la
solution du systeme en fonction de I'erreur relative ||6b||/||b]| commise sur le second membre. Il est possible de démontrer

que

II5XII<K(A)II5bII
Ix Ibll

ol K(A) est le nombre de conditionnement de la matrice A. On voit alors que plus le conditionnement de la matrice est
grand, plus la solution du systeme linéaire est sensible aux perturbations des données. Cependant, le fait qu'un systeme
linéaire soit bien conditionné n'implique pas nécessairement que sa solution soit calculée avec précision. Il faut en plus
utiliser des algorithmes stables. Inversement, le fait d’avoir une matrice avec un grand conditionnement n’empéche pas
nécessairement le systeme global d’étre bien conditionné pour des choix particuliers du second membre.

Si [|6b]|/|Ib]| est de I'ordre de la précision relative 7 = 107 du calculateur, alors ||6x]|/||x|| pourrait, au pire, étre égal a

K(A)n = 1010810 1977 = 1¢log10KW=p),

Si on calcul la solution du systéeme linéaire avec un ordinateur a p chiffres significatifs en valeur décimale, on ne pourra pas
garantir a priori plus de
E(p —log,,(K(A)))

chiffres significatifs sur la solution. Si on applique cette régle au systeme linéaire de I’exemple, il est facile de vérifier que
K(A) = 107, par conséquent nous pouvons perdre jusqu’a 7 chiffres significatifs lors de sa résolution. Il faut donc un ordi-
nateur calculant avec 10 chiffres significatifs pour étre stir d’obtenir les 3 premiers chiffres de la solution.

<9 Exemple

|\ Un exemple bien connu de matrice mal conditionnée est la matrice de HILBERT d’ordre n définie par a; j = 1/(i+j-1) pour1 < i, j < n.

AAttention
Un systéme linéaire ne change pas de solution si on change I'ordre des équations. Cependant, I'ordre des équations peut

changer totalement la solution donnée par une méthode numérique!

5.2. Méthode (directe) d’élimination de GAuss et factorisation LU

@ Définition Marrices et systemes triangulaires

On dit qu'une matrice carrée A = (a;})1<i,j<n €St TRIANGULAIRE SUPERTEURE (respectivement triangulaire INFERIEURE)

sii>j = a;j=0(esp.sii<j = a;j=0).

Si la matrice est triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure), on dira que le systeme linéaire est un systeme

triangulaire supérieur (resp. triangulaire inférieur).

Pour résoudre le systeme triangulaire Ax = b,

* si A est une matrice triangulaire inférieure, on a x; = ab—lll et on déduit les inconnues xy, x3,...x, grace a la relation
-1

i
_1 :
Xi = oo (bi—jzlaijxj),

by

Qnn

* si A est une matrice triangulaire supérieure on a x,, = eton déduit les inconnues x,_1, x,—2,...x; grace alarelation

1 n
xi:a_ii bi— Z a,-jxj .

Jj=i+l

Propriété

| Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diagonaux.

La méthode du pivot de GAUSS transforme le systéme Ax = b en un systéme équivalent (c’est-a-dire ayant la méme
solution) de la forme Ux =y, o U est une matrice triangulaire supérieure et y est un second membre convenablement
modifié. Enfin on résout le systéme triangulaire Ux =y.

@ Définition Méthode du pivot de GAUss

Soit A = (a;)1<i<n la matrice des coefficients du systéme Ax = b.
1<j<p
Etape k : en permutant éventuellement deux lignes du systeme, on peut supposer aii # 0 (appelé pivot de 'étape k). On
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transforme toutes les lignes L; avec i > k comme suit :

(N
z

a
Li—L;—| %ik L.
Akl

En réitérant le procédé pour k de 1 a i, on aboutit a un systeme triangulaire supérieur.

s Exemple

Soit le systeme linéaire
X1 +2x2+3x3+4x4=1,
2x1+3x0+4x3+x4 =2,
3x1+4x2+x3 +2x4=3,
4x1+x2 +2x3+3x4=14.

1. Résolution par la méthode du pivot de GAUSS :

X1 +2x2+3x3+4x4= 1 fg:ﬁ:éﬁ X1+2x2 +3x3 +4xa=1
2X14+3X2+4x3 +Xx4=2 Ly—L4—41, —Xp —2x3 —7x4=0
3x1+4xp +x3+2x4=3 —2xp —8x3—10x4=0
4x] +Xp+2x3+3x4=4 —7x2—10x3—-13x4=0

Ls—Ls—2Ly X1+2x2+3x3 +4x4=1 X1+2x2+3x3+4x4=1

Ly—Ly—7Ly —X2—2x3 —7x4=0 Ly—Ls+L3 —X2—2x3—7x4=0

—4x3 +4x4=0 —4x3+4x4=0

4x3+36x4=0 40x4=0

donc x4 =0,x3=0,xp=0etx] =1.

2. Résolution par la méthode du pivot de GAUSS en écriture matricielle :

Ly—Ly—2L,

A P L (P
_ Ly—Ls—4L, - - -

[Alb] = 3 4 1 213 0 -2 -8 -10]0
4 1 2 3|4 0 -7 -10 -13]|0

Lyels2m, [} 2 3 4|1 1 2 3 4|1

Li—Ly-7L, | 0 =1 =2 —=7|0 | Ly—ILy+I3 | O -1 -2 =710

0 0 -4 4|0 0 0 -4 410

0 0 4 36 |0 0 0 0 4010

donc x4 =0,x3=0,x2=0etx; =1.
Si on a plusieurs systemes dont seul le second membre change, il peut étre utile de factoriser une fois pour toute la
matrice A et résoudre ensuite des systémes triangulaires.

# Algorithme de factorisation LU sans pivot

Soit le systeme linéaire Ax =b.

Factorisation On commence par factoriser la matrice A € R"*" sous la forme d'un produit de deux matrices A = LU.
Les termes non nuls de U et les termes non nuls en-dessous de la diagonale principale de L sont mémorisés encore
dans la matrice A et sont ainsi calculées :

fork=1ton-1do

fori=k+1tondo
473

A — d_kk {Il s’agit de ¢;; mémorisé dans a;}
forj=k+1tondo
ajj < Ajj — Qi akj {ll s’agit de u; ; mémorisé dans a; ;}
end for
end for
end for

Résolution Résoudre le systéme linéaire revient maintenant a résoudre successivement

1. le systeme triangulaire inférieur Ly = b : les éléments non nuls de la matrice triangulaire inférieure L sont
donné par ¢;; = a;j pour i = 1,...,net j=1,...,i—1et ¢; =1 pour tout i = 1,...,n, donc I'algorithme
s’écrit

yi—Db
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fori=2tondo
si<—0
forj=1toi—-1do
Si—S8it+ajjy;
end for
Yi—Dbi—si
end for
2. le systeme triangulaire supérieure Ux =y : les éléments non nuls de la matrice triangulaire supérieure U sont
donné par u;; = a;j pouri=1,...,net j=i,...,n, doncl'algorithme s’écrit
Yn

Xn

Ann
fori=n-1tolby-1do
si<—0
forj=1toi—1do
S,‘<—S,‘+a,‘jyj
end for

Yi—Si
Xj——
aii

end for

A Attention

Pour une matrice quelconque A € R"*", la factorisation LU existe et est unique si et seulement si les sous-matrices
principales A; de A d’ordre i = 1,...,n—1 (celles que I'on obtient en restreignant A a ses i premiéres lignes et colonnes)
ne sont pas singulieres (autrement dit si les mineurs principaux, i.e. les déterminants des sous-matrices principales, sont
non nuls).

On peut identifier des classes de matrices particulieres pour lesquelles les hypotheses de cette proposition sont satis-
faites :
#Proposition
Sila matrice A € R"*"* est symétrique et définie positive ou si est a diagonale dominante ¢ alors la factorisation LU existe
et est unique.

a. AeR™ " est
* symétrique si a;j = aj; pourtouti,j=1,...,n,
* définie positive si pour tout vecteurs x € R” avec x # 0, xIAx > 0,
* adiagonale dominante par lignes si |a;;| = Z;.lzl la;jjl, pouri=1,...,n (a diagonale dominante stricte par lignes si I'inégalité est stricte),
j#i
* adiagonale dominante par colonnes si |a;;| = Y. ;':1 lajil, pouri=1,...,n (a diagonale dominante stricte par colonnes si I'inégalité est stricte),
J#i

Une technique qui permet d’effectuer la factorisation LU pour toute matrice A inversible, méme quand les hypotheses de
cette proposition ne sont pas vérifiées, est la méthode du pivot par ligne : il suffit d’effectuer une permutation convenable
des lignes de la matrice originale A a chaque étape k oli un terme diagonal ay s’annule.

{@Définition Algorithme de GAuss avec pivot
(k

Dans la méthode d’élimination de GAUSS les pivot a, k) doivent étre différents de zéro. Si la matrice est inversible mais un
pivot est zéro (ou numériquement proche de z€ro), on peut permuter deux lignes avant de poursuivre la factorisation.
Concretement, a chaque étape on cherche a avoir le pivot de valeur absolue la plus grande possible. L'algorithme modifié
s’écrit alors
fork=1ton—-1do
fori=k+1tondo

= (k) _ (k) 4 . . _
Cherchezr tel que la., | =max,=k, nla,|et échanger la ligne k avec la ligne 7
Cip — an
1
a(k)

forj:kk]jrlto ndo

aﬁljgﬂ) - aglj) _ 41’66) “Ec’;)

end for
end for

end for
Une fois calculées les matrices L et U et la matrice des permutations P (i.e. la matrice telle que PA = LU), résoudre
le systeme linéaire consiste simplement a résoudre successivement le systeme triangulaire inférieur Ly = Pb puis le
systéme triangulaire supérieure Ux =y.
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@®Propriété Déterminant
| La factorisation LU permet de calculer le déterminant de A en O(n®) car det(A) = det(L) det(U) = IT;_, ukk-

@Propriété inverse d'une matrice
Le calcul explicite de I'inverse d'une matrice peut étre effectué en utilisant la factorisation LU comme suit. En notant X

inv . P les v . N ..
I'inverse d'une matrice réguliere A € R"*", les vecteurs colonnes de X sont les solutions des systémes linéaires
Ax; = e;, pouri=1,...,n.

En supposant que PA = LU, o1 P est la matrice de changement de pivot partiel, on doit résoudre 27 systémes triangu-
laires de la forme
Ly; = Pe;, Ux; =i, pouri=1,...,n.

c’est-a-dire une suite de systemes linéaires ayant la méme matrice mais des seconds membres différents.

¢p Exemple
Soit les systemes linéaires
1 2 3 4\(x 1 1 2 3 4\ (x 10
2 3 4 1f[x|_|2 2 3 4 1|[x2]|_|10
3 4 1 2|lx|7]3 e t3 4 1 2||lx|T 0]
4 1 2 3)\xg 4 4 1 2 3)\xg 10

. Résoudre les systemes linéaires par la méthode du pivot de GAUSS.

. Factoriser la matrice A (sans utiliser la technique du pivot) et résoudre les systemes linéaires.
. Calculer le déterminant de A.

. Calculer A7,

=W N

1. Résolution par la méthode du pivot de GAUSS du premier systeme

Ly—Ly—2L,

1 2 3 4|1 La—Ls—3L, 1 2 3 4 1 Ly—Ls—2Ls 1 2 3 4 1
(Alb] = 2 3 4 1|2 | Ly—L4y—4L 0 -1 =2 =7 | 0 | La—L4-7L, o -1 -2 =710
13 41 2|3 0 -2 -8 -10]0 0 0 -4 4|0
4 1 2 3|4 0o -7 -10 -13 1|0 0o 0 4 36 |0
1 2 3 4 1
Ly—Ly+L3 0 -1 -2 -7 0
0O 0 -4 4]0
0 0 0 40 1|0
donc
x4=0, x3=0, x=0, x1=1.
Résolution par la méthode du pivot de GAUSS du second systéeme
Lo—Lp—2L
12 3 410\ PCREEM (1 2 3 4 |10y, 1 2 3 4] 10
(Alb) = 2 3 4 1|10 | Ly—L4-4L, 0o -1 =2 =7 | =10 | Ly—L4-7L, 0o -1 -2 -7)|-10
13 4 1 2|10 0 -2 -8 -10| -20 0 0 -4 4 0
4 1 2 3|10 0o -7 -10 -13 | =30 0 0 4 36 | 40
1 2 3 4 10
Ly—Ly+L3 o -1 -2 -7|-10
0o 0 -4 4 0
0o 0 0 40 40
donc

X1+2x2+3x3+4x4=10
—X2 —2x3—7x4 =-10

S5 x4=1, x3=1, x2=1, x1=1
—4x3+4x4=0 4 3 z !
40x4 = 40
2. Factorisation de la matrice A :
Lp—Ly-2L
1 2 3 4 L§<—L§—3Li 1 2 3 4 Ly—Ls—2L, 1 2 3 4 1 2 3 4
2 3 4 1| Ly—L4-4L, |2 -1 -2 -7 Ly—Ly—T7L> 2 -1 -2 =7 Ly—Ls+L3 2 -1 -2 -7
3 4 1 2 3 -2 -8 -10 3 2 -4 4 3 2 -4 14
4 1 2 3 4 -7 -10 -13 4 7 4 36 4 7 -1 40
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donc

W N =
NN = O
- o O
—_ o O O

1 0 0 0\(n 1
21 0 0ffy]_|2
3 2 1 offlys| |3
4 7 -1 1)\ 4
etUx=y
1 2 3 4)\(x 1
0 -1 -2 -7|[x]|_|O
0 0 -4 4 ||x3| |0
0 0 0 40/)\x 0

1 2 3 4\(x) (1 10 0
2 3 4 1||x| lo|. |2 1 o
3 4 1 2||xg|T o™ |3 2 1
4 1 2 3/\x) \o 4 7 -1
1 2 3 4\(x) (0 1 0 0
2 3 4 1||x| |1]. |2 1 o
3 4 1 2|lxs|T o3 2 1
4 1 2 3)\x) \o 4 7 -1
1 2 3 4\(x\ (0 10 0
2 3 4 1f[lx|_[o] |2 1 o
3 4 1 2||xg| 71" ]3 2 1
4 1 2 3/\x) \o 4 7 -1
1 2 3 4\(x) (0 1 0 0
2 3 4 1||x| lo|. |2 1 o
3 4 1 2|[xg|T o™ |3 2 1
4 1 2 3/\xa) U 4 7 -1
et finalement
940
Al = a0

1 0 0 0\(y 10
2 1 0 O0f]y2|_|10
3 2 1 0ffys] |10
4 7 -1 1)\y 10
etUx=y
1 2 3 4)\(x 10
0 -1 -2 -7|[xf| _[-10
0 0 -4 4 |[xg| | o0
0 0 0 40)\x 40

—_ OO0 O OO0 HHOOO~OOO

1/40
1/40
W10

a0

4. Pour calculer A™! on résout les quatre systémes linéaires

N
Y2
Y3
Ya
n
Y2
V3
Nz
y1
Y2
V3
Va
n
Y2
Y3
V4

Y40
W40
a0

a0

3. Le déterminant de A est u11 Uz uszigq =1 x (—1) x (—4) x 40 = 160.

— O oo O+ OOCOO OO oo

/40
m
Y0

a0

— O O O = = O O

1

40

5.3. Méthodes itératives

Une méthode itérative pour le calcul de la solution d'un systeme linéaire Ax = b avec A € R
)T eRrn convergent vers le vecteur solution exacte x = (x1, X2, ..., X) T

construit une suite de vecteurs x*) = (xik) , xék), o, x
pour tout vecteur initiale x© = (x\”, x{”, ...

© G. FACCANONI

Pour résoudre le premier systeme linéaire on résout les systemes triangulaires Ly = b

Pour résoudre le second systéme linéaire on résout les systémes triangulaires Ly = b

1 2 3 4
0 -1 -2 -7
U= 0 0 -4 4
0 0 0 40
n=1 y2=0, y3=0,
x4=0, x3=0, x2=0,
y1 =10, y,=-10, y3=0,
Xxag=1, x3=1, x0=1,
1 2 3 4\(x
L A (£
PUSHo o0 4 4 ||x
0 0 0 40)\x
1 2 3 4\(xg
I s A E
PUSTo 0 4 4 ||x
0 0 0 40)\x
1 2 3 4\(x
wlo 12 7|le
PUS g 0 4 4 ||xs
0 0 0 40)\xg
1 2 3 4\(x
o 12 7|l
PUS 1o 0 4 4 ||xs
0 0 0 40)\xg
9 1 1 11
1 1 11 -9
1m 1 -9 1/
1 -9 1 1

nxn

ya=0
x1=1.
ya=40
x1=1.
1 a0
|2 . a0
1 Ya0
11 40
a0
|1 - Ya0
-2 40
-9 a0
0 Ya0
0 /40
- 1 = m
1 Y10
0 40
_ 0 - a0
0 Y10
1 a0

est une méthode qui

,xﬁlo))T € R" lorsque k tend vers +oo. Dans ces notes on ne verra que deux
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méthodes itératives :
* laméthode de JACOB]I,
* laméthode de GAUSS-SEIDEL.

@ Définition Méthode de JacoBI

Soitx” = (x?,x),..., x9) un vecteur donné. La méthode de JACOBI définit la composante xf“ du vecteur x**! a partir des
composantes x}‘ du vecteur x* pour j # i de la maniére suivante :
n
k
bi— Y aij xj
=1
J#i
x;,c+1:—, l:].,. yn
aij
(k) (k+1)
Xy X1
(k) (k+1)
A X
P x(.’fi D
x®) = ! x(k+D) = 7N
& LU+
1 I3
05) (k+1)
xi+l ;/ ijrl
) (k+1)
xn xn

#Proposition
| Sila matrice A est a diagonale dominante stricte, la méthode de JACOBI converge.

La méthode de GAUSS-SIDEL est une amélioration de la méthode de JACOBI dans laquelle les valeurs calculées sont
utilisées au fur et a mesure du calcul et non al'issue d’une itération comme dans la méthode de JACOBI.

{3 Définition Méthode de GAUSS-SIDEL

Soit x” = (x?,x9,...,x%) un vecteur donné. La méthode de Gauss-SIDEL définit la composante x**! du vecteur x**! a
partir des composantes x}c“ du vecteur x¥*! pour j < i et des composantes x}“ du vecteur x* pour j = i de la maniére
suivante :
i-1 il n &
b,’—z a,-jxj* - Z a,-jxj
j=1 j=it+l
xl’-‘+1 = , i=1,...,n
Aij
k) (k+1)
X 01
(k) (k+1)
X3 X2
: b~ 5
xyi)l xf.ﬁil)
x0) = x(k+D) = :
- (k) B > (k+1)
X; X;
1 1
k) k+1)
xi+1 ;/ Xi+l
(k) (k+1)
Xn Xn
#Proposition
Silamatrice A est a diagonale dominante stricte ou si elle est symétrique et définie positive, laméthode de GAUSS-SEIDEL
converge.
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¢ Algorithmes
Ces algorithmes tentent de résoudre le systeme d’équations linéaires Ax = b d'inconnue x. La matrice A, de taille 7 x n,
doit étre inversible et le second membre b doit étre de longueur n. Les itérations s’arrétent quand le rapport entre la
norme du k-éme residu est inférieure ou égale a TOLL, le nombre d’itérations effectuées est alors renvoyé dans iter.
MaxITER est le nombre maximum d’itérations.
JACOBI GAUSS-SEIDEL
Require: A = (a;)1<i,j<n, b= (bi)1<i<n, X, MaxITER, TOLL  Require: A = (a;})1<i,j<n, b= (bi)1<i<n, X, MaxITER, TOLL
iter — 0 iter — 0
r — llb—Ax| r — lb—Ax|
while (r >TOLL & iter<MaxITER) do while (r >TOLL & iter<MaxITER) do
iter — iter +1 iter «— iter +1
y —X y — X
for i from 1 to n do for i from 1 to n do
s—0 s—0
for jfrom1toi-1do for jfrom1toi—1do
S—s+taijyj S—s+ajjx;
end for end for
for j from i +1to ndo for j from i+ 1 to n do
S‘_s+aijy]' s<—s+a,-jyj
end for end for
x; — (bj —8)/ a;; Xx; — (bj—8)/aj;
end for end for
r—|Ilb—Ax]| r— ||b—Ax||
end while end while

Il n'y a pas de résultat général établissant que la méthode de GAUSS-SEIDEL converge toujours plus vite que celle de
JacOBI. On peut cependant I'affirmer dans certains cas, comme le montre la proposition suivante
#Proposition
Soit A une matrice tridiagonale de taille n x n inversible dont les coefficients diagonaux sont tous non nuls. Alors les
méthodes de JACOBI et de GAUSS-SEIDEL sont soit toutes les deux convergentes soit toutes les deux divergentes. En cas
de convergence, la méthode de GAUSS-SEIDEL est plus rapide que celle de JACOBI.

4 Exemple

Considérons le systeme linéaire
4 2 1\ (x 4
-1 2 olly|l=|2
2 1 4)\z 9

mis sous la forme

y=1+%,
9_x_JY

Soit x© = (0,0,0) le vecteur initial.
* En calculant les itérées avec la méthode de JACOBI on trouve

1- % 1 1-7 % —1/16 — L —1/s 1- =z _ e 5/128

0 1
2 27 2 !
xP= 149 |=|1], x@=| 143 (=% | ®=[ 145 |=|-%|, P =] 143 |[=[ "
9 0 0 9 9 1 1 3/, 9 =16 3, 61/, 9 —!/s =3 265/,
17971 /4 1271 /2 1I— 7 — 1 /32 I— 72 /128
La suite x(K) converge vers (0, 1,2) la solution du systeme.
* En calculant les itérées avec la méthode de GAUSS-SEIDEL on trouve
3, ’ 11 3 39 61 6
l—g—% 1 1—%—% —5 1—%—% %1024
X(l) = 1+ % =13 , X(Z) = 1+ _32/32 =1 e , X(3) = 1+ Y024 = | 25048 ,
9 _ l _ 3/72 11 Q _ =z _ % 527 256 Q _ M _ 2047/ 5048 16349/, .,
1 2 4 /8 4 2 /Z;l 4 2 4 /81.]2

La suite x(K) converge vers (0, 1,2) la solution du systeme.
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VVVVDVVVDVVDDVDIDD  EXercices D2V DVNDIDDAD
& Exercice 5.1
| Soit le systeme linéaire

6 1 1)\ (x; 12
2 4 0Of[x]|=1]0
1 2 6)\xs) |6

1. Approcher la solution avec la méthode de JACOBI avec 3 itérations a partir de x© = (2,2,2).
2. Approcher la solution avec la méthode de GAUSS-SEIDEL avec 3 itérations a partir de x©0 =(2,2,2).

3. Résoudre les systémes linéaires par la méthode d’élimination de GAUSS.

4. Factoriser la matrice A (sans utiliser la technique du pivot) et résoudre les systemes linéaires.
CORRECTION DE UEXERCICE 5.1.

1. Méthode de JACOBI :

) 12— (1x2+1x2) " 12—(1x(§1)+1x0) o 12-(1x F+1x 1) o
- & 6 27
O —|2| x®_ 0-@2x3+0x2) [ x@ = | 02@xEH0x0 ] B 0—(2x%?+0x19—°) N YN
’ 4 ’ 4 S —4
2 8-(1x2+2x2) 0 6-(1x3+2x(-1)) 19/ 6-(1x B 42x2) /36
6 6
ainsi
1.926
x~|—-1.083].
0.861
2. Méthode de GAUSS-SEIDEL:
12—(1x2+1x2) 12-(1x 32 +1x1) 12—(1x 32 +1x332)
2 g Y3 Tg /18 % 431516
MO P) < = 0-@x3+0x2) | _[_2 x@ = 0-(@x3+0x1) | _ T xB® = 0-@x3t+0x1) | _ 11,
’ 4 3’ 4 ’ 4
2 6-(“%6”*%) 1 6-(1x B 12x38) 1 6-(1x 4L o =831 1
6 6
ainsi
1.995
x=|[-0.995].
1
3. Méthode d’élimination de GAUSS :
Ly—Ly-3L, u
6 1 112\ T8 101 |12\ -5, (6 1 1 |12
- S s 1) 3 1
Ab)=| 2 4 0|0 |—— Ol e T S
1 2 6|6 I 0 0 6|6
donc
6x1 +x2+x3=12,
%XZ—%X3=—4 - x3=1, xp=-1, x1=2.
6x3=06
4. Factorisation de la matrice A :
Ly—Lp—2L 1
6 1 1\ 2Rl g 1 1\ pen-f (801 1
LS‘_L3_§L1 2 11 1 3 2 11 _1
2 4 0| —— § 3 —; — |6 3 3
L I 35 1
1 26 6 6 6 6 1 6
donc
1 0 O 6 1 1
-1 - a1
L= 3 } 0 U=10 3 3
L1y 0 0 6
Pour résoudre le systéme linéaire on résout les systemes triangulaires Ly =b
1 0 0\(n 12
1
3 1 Ofly2]=10 = n=12, y»=-4, y3=6
s 2 U\» 6
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etUx=y
6 1 1)\(x 1
0 % _% X |=]-4 — x3=1, x=-1, x31=2.
0 0 6 ) \x3 6
®Exercice 5.2

Soit A une matrice, A € 4y, (R).
1. Rappeler les conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence d'une factorisation LU de la matrice A et préciser
les définitions de L et U.

2. On suppose L et U construites (i.e. on dispose de tous les coefficients ¢; ; et u; ; de L et U), écrire I'algorithme de
résolution de Ax = b, avec b € 4,1 (R) donné.
3. Soit la matrice A suivante :
3 -1 -1
-1 3 -1
-1 -1 3

Construire a la main les matrices L et U de la factorisation LU.

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.2.

1. Pour une matrice quelconque A € .4, ,(R), la factorisation LU (sans pivot) existe et est unique ssi les sous-matrices
principales A; de A d’ordre i = 1,...,n—1 (celles que I'on obtient en restreignant A a ses i premieres lignes et co-
lonnes) ne sont pas singulieres (autrement dit si les mineurs principaux, i.e. les déterminants des sous-matrices
principales, sont non nuls). On peut identifier des classes de matrices particulieres pour lesquelles les hypotheses
de cette proposition sont satisfaites. Mentionnons par exemple : les matrices a diagonale strictement dominante, les
matrices réelles symétriques définies positives. Une technique qui permet d’effectuer la factorisation LU pour toute
matrice A inversible, méme quand les hypothéses de cette proposition ne sont pas vérifiées, est la méthode du pivot
par ligne : il suffit d’effectuer une permutation convenable des lignes de la matrice originale A a chaque étape k ou
un terme diagonal ayj s’annule.

2. Une fois calculées les matrices L et U, résoudre le systéme linéaire Ax = b, avec b € .4, 1 (R) donné consiste simple-
ment a résoudre successivement

2.1. le systeme triangulaire inférieur Ly = b par I'algorithme
i—1
y1= Db, yi=bi=) Cijyj, i=2,...,n
j=1

2.2. le systéme triangulaire supérieure Ux = y par 'algorithme

Yn 1 “ .
Xn = ) Xi=—Vi— Z UijXj|, j=n-1,...,1
Unn Ui j=i+l
3. Factorisation :
Ly—Ly—=t 1
3 -1 -1 3 3 -1 -1 _y, -1 -1
La—La—=LL L3 —L3—52L
ST SR e sy ) S V7 s I A A
-1 -1 3 0 = %3 0 0 2
Par conséquent
1 0 0 3 -1 -1
L=|-Y% 1 0 et U=10 % =
s = 1 0 O 2

®Exercice 5.3
Calculer, lorsqu'il est possible, la factorisation LU des matrices suivantes :

1 2 3 1 2 3
7 8 9 2 4 5

Comment peut-on modifier I'algorithme de factorisation pour pouvoir toujours aboutir a une factorisation LU lorsque
la matrice est inversible ?
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CORRECTION DE L'EXERCICE 5.3. Pour une matrice quelconque A € .4, ,(R), la factorisation LU (sans pivot) existe et est
unique ssi les sous-matrices principales A; de A d’ordre i = 1,...,n—1 (celles que 'on obtient en restreignant A a ses i
premieres lignes et colonnes) ne sont pas singuliéres (autrement dit si les mineurs principaux, i.e. les déterminants des
sous-matrices principales, sont non nuls).

Matrice A : comme det(A) # 0, la matrice A est bien inversible. Puisque det(A;) = a;; = 1 # 0 mais det(A2) = aj1az —
al2ay; =0, on ne peut pas factoriser A sans utiliser la technique du pivot. En effet,

—[,—2
1 2 gy lith g 5 3
Ly—L3-1L
A=|2 4 5|22 0 0 -1
7 8 9 0 -6 -12

La factorisation LU ne peut pas étre calculée car a la prochaine étape il faudrait effectuer le changement L3 — L3 — %GLZ.
Matrice B :

-1
1 2 L S R T
Ly—Lg—21L,
Ay = 8 = 21 lo -6 -12
2 4 5 0 O -1
La factorisation LU de la matrice B est donc
1 0 1 2 3
L={7 1 0}, U=|0 -6 -12].
2 1 0 0 -1

Lorsqu’un pivot est nul, la méthode de GAUSS pour calculer la factorisation LU de la matrice A n’est plus applicable. De
plus, si le pivot n’est pas nul mais tres petit, I’algorithme conduit a des erreurs d’arrondi importantes. C’est pourquoi des
algorithmes qui échangent les éléments de fagcon a avoir le pivot le plus grand possible ont été développés. Les programmes
optimisés intervertissent les lignes a chaque étape de facon a placer en pivot le terme de coefficient le plus élevé : c’est la
méthode du pivot partiel. Pour la matrice A cela aurait donné

—],—7
123LL12322<—£2—é§112 3
A=[2 4 5|22 (7 8 9| 221010 -6 -12].
78 9 2 4 5 0 0 -1

Bien évidemment, il faut garder trace de cet échange de lignes pour qu’il puisse étre répercuté sur le terme source et sur
I'inconnue lors de la résolution du systeme linéaire; ceci est réalisé en introduisant une nouvelle matrice P, dite matrice
pivotale, telle que PA = LU : la résolution du systeme linéaire Ax = b est donc ramené a la résolution des deux systemes
triangulaires Ly = Pb et Ux = y. Dans notre exemple cela donne

P=

o O =
—= o O
o = O

DExercice 5.4
Soit a un parametre réel et soient les matrices A4, P et le vecteur b définis par

2 4 1 1 00 0
Ag=|a -2 -1], P=(o o 1], b=|-3/2].
2 3 2 01 0 -1

1. A quelle condition sur «, la matrice A, est inversible ?
2. A quelle condition sur a, la matrice A, admet-elle une décomposition LU (sans pivot) ?

3. Soit @ = —1. Calculer, si elle existe, la décomposition LU de la matrice M = PA,.

4. Soit @ = —1. Résoudre le systeme linéaire Ax = b en résolvant le systéme linéaire Mx = Pb.

CORRECTION DE ’EXERCICE 5.4.

1. Lamatrice A, est inversible si et seulement si det(A) # 0. Comme

2 4 1
det(A) =det|a -2 -1
2 3 2
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=2x(-2)x2)+@x(-1)x2)+(Ixax3)—2x(-1)x3)—dxax2)—(1x(-2)x2)
=(-8)+(-8)+Ba)—(-6) - (8a) — (-4)
=—-6-5aq,

la matrice A, est inversible si et seulement si a # —g.

2. Pour une matrice A carrée d’ordre n quelconque, la factorisation de GAUSS existe et est unique si et seulement si les
sous-matrices principales A; de A d’ordre i = 1,...,n—1 (celles que 'on obtient en restreignant A a ses i premieres
lignes et colonnes) ne sont pas singulieres (autrement dit si les mineurs principaux, i.e. les déterminants des sous-
matrices principales, sont non nuls).

Pour la matrice A, on a les sous-matrices principales suivantes :

Ar =(2), det(A;) =2;
Ay = (z _42), det(A,) = —4(1 + ).

Par conséquent, la matrice A, admet une décomposition LU (sans pivot) si et seulement si a # —1.

3. Si a = —1 la matrice A, n'admet pas de décomposition LU sans pivot. La matrice P échange les lignes 2 et 3 de la
matrice A et on obtient la matrice

1 0 0)\[2 4 1 2 4 1
PA_;=|0 0 1||-1 -2 -1]|=]2 3 2
0 1 0J\2 3 2 -1 -2 -1

La matrice M admet une décomposition LU (sans pivot) et 'on a

2 4 1\ lLeeluopog g
L3—IL3-3 L
2 3 =2 %lo -1 1
-1 -2 -1 0o 0 -3
Par conséquent, on obtient la décomposition LU suivante de la matrice M :
1 0 0 2 4 1
L=y 1 1 0f, U=(0 -1 1
1 1
-1 01 o o -1

4. Pour résoudre le systéme linéaire Mx = Pb il suffit de résoudre les deux systémes triangulaires suivantes :

* Ly=Pb:
=0 =-1-y=-1 S P S
yi=9, Yo = Y1 = ) Y3 = 2 2)’1— 2!
* Ux=y:
-3 19
Xg=—-(-2)=3, X2 = (=1-x3)/(~1) = 4, 0 =(0-x—4xg)/2=-—.
®Exercice 5.5
Considérons les deux matrices carrées d’ordre n >3 :
a 0 0 O B B 0 0 0 a
00 a 0 0 0 i i 0 0 0 0
00 a 0 . : : o 0
A= 0 '6 B=
Do 0 B S0 a 0 0 0
0 0 0 a pB B a 0 0 a O
B B B B a a p B .. B B
avec a et f réels non nuls.
1. Vérifier que la factorisation LU de la matrice B ne peut pas étre calculée sans utiliser la technique du pivot.
2. Calculer analytiquement le nombre d’opérations nécessaires pour calculer la factorisation LU de la matrice A.
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3. Exprimer le déterminant de la matrice A sous forme récursive en fonction des coefficients de la matrice et de sa

dimension 7.

4. Sous quelles conditions sur @ et § la matrice A est définie positive ? Dans ce cas, exprimer le conditionnement de

la matrice en fonction des coefficients et de la dimension n.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.5.

1. Lafactorisation LU de la matrice B ne peut pas étre calculée sans utiliser la technique du pivot car I'élément pivotale

au deuxieme pas est nul. Par exemple, si n = 4, on obtient :

Ly—Ly—Ly

B 0 0 @\ 3—i5-1, B 0 0 ¢/
pv—|f 0 a 0 La—la=fh B — 0 [0] a -a
B a 0 0 10 a O -«
2
« pp P 0 B B P-%

2. La matrice A est une matrice «en fleche» : pour en calculer la factorisation LU il suffit de transformer la derniére

ligne, ce qui requiert le calcul de I'unique multiplicateur ¢, = f/a et I'exécution de n — 1 produits et sommes. Le
colit globale est donc de I'ordre de n.

. Le déterminant §,, de la matrice A de dimension n coincide avec le déterminant de la matrice U. Comme u;; = «

pourtouti<netup,=a—(n— 1)ﬁ2/a, on conclut que

n n-1 ﬁz
6n=[luii=unn [] wi= (a— (n- 1)—) a"l=a"—(n-Da"?p%
i=1 i=1 a

. Les valeurs propres de la matrice A sont les racines du déterminant de la matrice A — Al. Suivant le méme raisonne-

ment du point précédant, ce déterminant s’écrit

(@=-N)"=(n-1(a-1)"2p?

/11,2261\/(”—1),6, Az=-=A,=a.

Par conséquent, pour que la matrice A soit définie positive il faut que les valeurs propres soient tous positifs, ce qui
impose

dont les racines sont

o
a>0, 1Bl < .
n—1

Dans ce cas, le conditionnement de la matrice en norme 2 est
a+pfvn-1
a-pvn-1

a-pfvn-1
a+pfvn-1

sif=0,
K> (A) =
sinon.

D Exercice 5.6
Donner une condition suffisante sur le coefficient @ pour avoir convergence des méthodes de JACOBI et GAUSS-SEIDEL
pour la résolution d'un systéme linéaire associé a la matrice

A=

— O
o Q O
Q O+~

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.6. Une condition suffisante pour la convergence des méthodes de JACOBI et de GAUSS-
SEIDEL est que A est a diagonale strictement dominante, i.e. Z?zl la;;j| <la;;| pour j = 1,2,3. La matrice A vérifie cette

ij

condition si et seulement si |a| > 1.
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©Exercice 5.7
Considérons le systeme linéaire Ax = b avec

a 0 vy
A=|0 a p
0 6 «

avec a, 3, y et  des parameétres réels. Donner des conditions suffisantes sur les coefficients pour avoir
1. convergence de la méthode de JACOBI

2. convergence de la méthode de GAUSS-SEIDEL.

CORRECTION DE ’EXERCICE 5.7.

1. Une condition suffisante pour que la méthode de JACOBI converge est que la matrice soit a dominance diagonale
stricte, ce qui équivaut a imposer
lal>1yl,
lal > |Bl,

larl > 161,

c’est-a-dire |a| > max{|pl,|yl,161}.

2. La condition précédente est aussi suffisante pour la convergence de la méthode de GAUSS-SEIDEL. Une autre condi-
tion suffisante pour la convergence de cette méthode est que la matrice soit symétrique définie positive. Pour la
symétrie il faut que

y=0,
p=29,
on obtient ainsi la matrice
a 0 0
A=|0 a B
0 B «

Elle est définie positive si ses valeurs propres sont positifs. On a
A =a, Ar=a—-p, A3 =a+p,

donc il faut que a > |BI.

On note que dans ce cas, lorsque A est symétrique définie positive alors elle est aussi a dominance diagonale stricte.

®Exercice 5.8

Ecrire les formules de la méthode d’élimination de GAUSS pour une matrice de la forme

ar (2% 0 e 0

a1 azp az3 0

0

ap-1,n-1 Qn-1,n
an,1 Qp2 ... an,n-1 An,n

Quelle est la forme finale de la matrice U = A" 2 Etant donné la forme particuliére de la matrice A, indiquer le nombre
minimal d’opérations nécessaire pour calculer U ainsi que celui pour la résolution des systémes triangulaires finaux.

CORRECTION DE 'EXERCICE 5.8. Comme la matrice a une seule sur-diagonale non nulle, les formules de la méthode d’éli-
mination de GAUSS deviennent

k+D) _ (), 5. (k) oL
a;; " =aj; +€lkak'j, i,j=k+1,
aiy .
lik=—1) i=k+1.
a®
kk

La cofit est donc de 'ordre de n et la matrice U est bidiagonale supérieure.
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®Exercice 5.9
Soit a € R* et considérons les matrices carrées de dimension n
a 0 - B _Y _Y
a a a
0 _Y
A= , B = a
a -a : B x
—a —a -a _X &
a a a

1. Calculer y et § pour que B soit 'inverse de A.

2. Calculer le conditionnement K, (A) en fonction de 7 et en calculer la limite pour n qui tend vers I'infini.

CORRECTION DE I’EXERCICE 5.9.

1. Par définition, B est la matrice inverse de A si AB = BA =[. Comme

B+y 0 0
AB = 0 ,
: B+y 0
-B+n-3)y ... =B+n-3)y m-2)y
il faut que
B+y=1
-B+(n-3)y=0
(n-2)y=1
ce qui donne
ﬁ_n—3 1
“n—2 VT u—z

2. On trouve immédiatement [|A | = n|a| tandis que
~1 1 n 2
1A oo = = max{n, —— | = =.

|| n-2 |

On conclut que le conditionnement K, (A) en fonction de n est

2
K (A) =nla|— =2n.
lal

La matrice est donc mal conditionnée pour n grand.

®Exercice 5.10
On suppose que le nombre réel € > 0 est assez petit pour que I'ordinateur arrondisse 1 +een 1l et 1+ (1/¢) en 1/¢ (€ est

plus petit que I'erreur machine (relative), par exemple, £ = 273% en format 32 bits). Simuler la résolution par I'ordinateur
des deux systémes suivants :

ca+b=1 ) 2a+b=0
e
2a+b=0 ca+b=1

On appliquera pour cela la méthode du pivot de GAUSS et on donnera les décompositions LU des deux matrices associées
a ces systemes. On fournira également la solution exacte de ces systtmes. Commenter.

CORRECTION DE ’EXERCICE 5.10.

Premier systéme :

Factorisation LU :
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Pour résoudre le systeme linéaire on résout les systémes triangulaires Ly=b et Ux=y:

1 0 yl) (1) 2
= - =1, =——;
2 36 nenoneog
2
(E : )(a)_(l) = P S 1]
2 i =- ) = .
AN e(1-3) £
Mais avec I'ordinateur, comme 1+ e=1et1+ (1/¢) = 1/¢, on obtient
~ (1 0 ~ [ 1
[z oo )
e 1 0 -¢
Pour résoudre ce systéme linéaire approché on résout les systémes triangulaires Ly=b et Ux =y :
1 0 yl) (1) 2
= fr—— :1’ :——;
2362 nenoneo

Second systéme :

Factorisation LU :
2 1\ Le—L-5L (2 1 (10 (2 1
e (IR E I P T )

Pour résoudre le systéme linéaire on résout les systemes triangulairesLy=betUx=y:

1 0\(»n _ 0 _ —1-
s 6)-0) -
2
O TN L
2 = =TT oy =0
0 1-2J1p) 1 e(1-2) e
Mais avec I'ordinateur, comme 1+ e=1et1+ (1/¢) = 1/¢, on obtient
~ (1 0 ~ (2 1
(5 o=
3 1 0 -
Pour résoudre ce systéme linéaire approché on résout les systémes triangulaires Ly =b et Ux =y :
1 0 yl) (0)
= — :Oy :]-)
(% 1)(y2 1 yl }’2
2 1)\(a\_(0 _ pe £ 4f
0 —-2J{p) 1 Ty YTy

®Exercice 5.11
Rappeler 'algorithme vu en cours pour calculer la décomposition LU d’'une matrice A et la solution du systéme Ax = b
ol le vecteur colonne b est donné. On appliquera ces algorithmes pour les cas suivants :

1 2 3 4\(n 1 1 1 1 1\(x 1
éiéil_i PR R Y | E5 I £ I PR A  E
_324x2_1 3 1 1 5||lx| |1 1 4 6 8|lx| |1

3 2 0 3)\xs 1 1 0 0 0)\x 1
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CORRECTION DE I’EXERCICE 5.11.
Premier systeme :

—I,-2
111122221521111LL5L1111
—Ll3—7 L1 —L3——g L2
2 1 3|1 |22t m 1 1l 122210 -1 1 |-1
-3 2 41 0 5 4 0 0 12| -1
donc
1 0 O 1 1 1
L=2 1 U= -1 1
-3 -5 1 0o 0 12
Il ne reste a résoudre que le systéme triangulaire
X1+x2+x3=1
! +2 s X 1 11 1
— = — = X3=——, Xo=—, X]1=-—.
T ST P M7
12)632—1
Deuxieme systeme :
Ly—Ly-%14
1 2 3 4|1 zg-L3-3L 1 2 3 4 1
2 -5 7 1|1 |L-L-3L| 0 -9 1 -7|-1
3 1 1 5|1 0 -5 -8 -7|-=-2
2 0 3|1 0 -2 -6 -5|-1
Ly—L3—=3Lp 1 2 3 4 1 1 2 3 4 1
Li—Ly-=L, [ 0 -9 1 -7 | -1 | La—Ls-B, | 0 -9 1 -7 | -1
— 77 28 B3 | — 77 28 13
A S N 0o o o _B| ¥
9 9 9 1| 11
donc
1 0 0 O 1 2 3 4
2 1 0 0 0 -9 1 -7
|]_= =
3 § 1 0 U=lo o -o-=
56 13
2 5 = 1 0 0 0 -4
Il ne reste a résoudre que le systeme triangulaire
X1 +2x2+3x3+4x,=1
—Oxo+x3—7Tx4=-1 — 3 23 29 48
Xg=——, X3=—, Xp=—, X]=—.
gy =13 Y7713 P Ter P o ol
13, _3
ERTRZ IR
Troisiéme systeme :
Ly—Ly—L
1 1 1 171 Lg_Lg_Li 1 1 1 1 1
1 -2 3 4|1 | Li—Ls—L; 0 -3 2 3 | -0
1 4 6 8|1 0 3 5 7 0
1 0 0 0f1 0 -1 -1 -1|0
Limls—(-DL, (1 1 1 1|1 1 1 1 111
Li=Li-=ZL | 0 -3 2 -0 |Le-Lo-=EL [0 -3 2 3 |-0
0 7 10| 0 0 0 7 10| 0
5 8
0 0 -3 210 0 0 0 5|0
donc
1 0 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 -3 2 3
L= 1 -1 1 0 U= 0O 0 7 10
1 =5 8
1 3 2 0 0 0o &

Il ne reste a résoudre que le systéme triangulaire

X1 +Xo+x3+x53=1
—3Xp+2x3+3x4=0

= x3=0, x3=0, xp,=0, x3=1.
7x3+10x, = 0 ¢ 3 2 !

8 —
EJC4—0
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LExercice 5.12

5. Systémes linéaires

Ecrire les méthodes itératives de GAUSS, JACOBI et GAUSS-SEIDEL pour les systémes suivants :

10a+b=11 ¢ 2a+10b=12
e
2a+10b=12

10a+b=11.

Pour chacun de ces méthodes et systémes, on illustrera les résultats théoriques de convergence/non-convergence en
calculant les 3 premieres itérés en prenant comme point de départ le vecteur (a, b) = (0,0).

CORRECTION DE ’EXERCICE 5.12.

Gauss * Premier systeme:

10 1 |11 ) Le=L-3Li (10 1
2 10|12

* Second systéme :

11 10a+b=11 a=1
49 | = Y494 _ 49 =
5 ?b‘ 5

2 10|12\ Le—L-¥Li (2 10 | 12 . 2a+10b=12
10 1|11 0 —-49 | —49

Jacobi x Premier systeme:

b= 12—-2a

10a+b=11 a=14t
—
2a+10b=12

10
La matrice étant a diagonale dominante stricte, la méthode converge et on a

0) 0 1 _11_0 11/10 ) 11_% 49/50 11_%
* :(0)’ * =(_1390)=( ) R BEE: _(
10

3) 10 501/500
12/, 12—20 1~ 49/50) » X = 12-28 = (502/500) .
10 10
* Second systeme :
2a+10b=12 a=1&J00
—
10a+b=11 b=11-10a
La méthode ne converge pas, en effet on a

0 12-0 6 12-10x11 _49
O w_("7 |2 @ _ 2 _
() % =)= [0) = fone) = i)

11-10x6 -49
Gauss-Seidel x Premier systeme :

12—-10x(—49
X(S) = 2 : : = 251 .
11-10x (—49) 501

10a+b=11 a=1zb
—
2a+10b=12

11-0 1n-£
0 0 1 10 1o 2 —
x=(0), XU_(IH%):( R

11— 2499
501/500 (3) 1§500 25001/25000
10 — h — _ .
501 | = |, X = 5001 | = |1 .
4950 12-23% 24995500 )’ 12-2 52500 12499/ 155000
10 10 10
* Second systeme :

2a+10b=12 a=1&j00
—
10a+b=11

b=11-10a
La méthode ne converge pas, en effet on a

0 12-0 6 12—-10x(—49)
X0 = W= 7T = I R
0/)’ 11-10x6 ’

2 [ 251 O 12-10x(22499) 1y (12501
—49 11-10x251) ~ (—2499)’ “l11-10x (12501)) ~ |—124999)°
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& Exercice 5.13
Résoudre les systémes linéaires suivants :

x—-5y—-7z=3 x—-5y—-7z=6 x—=5y—-7z=0
2x—13y—18z=3 et 2x—13y—18z=0 et 2x—13y—18z=3
3x—-27y—-36z=3 3x—-27y—-36z=-3 3x—-27y—-36z=6.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.13. Le trois systemes s’écrivent sous forme matricielle

1 -5 -7)\(x\ (3 1 -5 -7)\(x 6 1 -5 -=7\(x\ (0
2 -13 -18||y|=|3 et 2 -13 -18|[y|l=]|o0 et 2 -13 -18|[y|=]3
3 —27 -36)\z) \3 3 —27 -36)\z) \-3 3 —27 -36)\z) \6

On remarque que seul le terme source change. On calcul d’abord la décomposition LU de la matrice A :

1 -5 -7 fz‘-fz—gil 1 -5 -7 P 1 -5 -7
2 -13 -18| 2=/ lo -3 -4 |22 0 -3 -4
3 -27 -36 0 -12 -15 0 0 1
donc
1 00 1 -5 -7
L=f2 1 o U=|0 -3 -4
3 4 1 0 0 1

Pour résoudre chaque systéeme linéaire on résout les systémes triangulaires Ly =b et Ux =y.

1. Pour le premier systéme on a

1 0 0\(»n 3
2 1 0) (J’z =(3 = =3, y2=-3, y3=6;
3 4 1)\»3 3
1 -5 =7\[x: 3
(0 -3 -4 (.Xg = (—3 - X3=6, x2=-7, x1=10.
0 O 1 X3 6

2. Pour le seconde systéme on a

1 0 0\(n 6
(2 1 0| :(0 = =6, y=-12, y3=27,
3 4 1)\»y3 -3
1 -5 =-7\[(x; 6
(O -3 -4 (xz = (—12 EES x3 =27, xp=-32, x1=35.
0 O 1/ \x3 27

3. Pour le dernier systéme on a

1 0 0\(n 0
2 1 0 (yg :(3 B =0, y2=3, y3=-6;
3 4 1)\»s 6
1 -5 =7\ (x 6
(0 -3 —4) (xz = (—12 S X3=—-6, Xo=7, x1=-7.
0 0 1 X3 27

®Exercice 5.14
Soit A une matrice, A € 4y ,(R).

1. Rappeler la méthode de JACOBI pour la résolution du systeme Ax = b, avec b € .4, ; (R) donné.
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2. Soit la matrice A suivante :

4 -1 -1
-1 3 -1
-1 -1 4

La méthode de JACOBI est-elle convergente pour cette matrice ?

3. Construire a la main les matrices L et U de la factorisation LU pour la matrice ci-dessus.

CORRECTION DE I’EXERCICE 5.14.

1. La méthode de JACOBI est une méthode itérative pour le calcul de la solution d'un systéme linéaire qui construit une
suite de vecteurs x'X) € R” convergent vers la solution exacte x pour tout vecteur initiale x© € R” :

L k
bi— Y ajjx;
= j
j=1
j#1 .
xllc“:]—, i=1,...,n.
aij
2. Comme |4]|>|—=1|+|-1], 3| >|—-1]+]|—-1] et |4] >|—1]|+|—1], la matrice A est a diagonale dominante stricte donc la
méthode de JACOBI converge

3. Factorisation :
Ly—Ly—-F 1,

B [T N T 28 e |
-1 -1 4 0 =51 Y 0 0 %/
Par conséquent
1 0 0 4 -1 -1
L=|-Y 1 0 et U=|0 Y& =54].
_1/4 _5/11 ]. 0 O 35/11

®Exercice 5.15
Soit la matrice A € R™*", n = 3, dont les éléments vérifient
*x ajj=1lsii=joui=n,
*x ajj=-1sii<j,
* ajj=0sinon.
Calculer la factorisation LU de A.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.15. Factorisation LU de la matrice A :

1 -1 ... ... ... -1 1 -1 ... ... ... -1 1 -1 ... ... ... -1
o 1 : o 1 : 0 1
1 Ln‘_Ln_%Ll 1 Ln‘_Ln_%LZ 1
0 1 -1 0 .. 0 1 -1 0 0 1 -1
1 1 1 1 1 0 2 2 2 2 0 0 4 4
1 -1 -1
0 1
2n—2 . .
) el N EEN
0 .. 0 1 -1
0 0 0 on-1

On obtient les matrices

1 0 0 1 -1 -1
0 1 0 1
L=/0 0 1 et u=|(0 0 1
: -1
0 0 0 1 0 0 0o 1 -1
1 2 4 2n=2 1 0 0 O 2n-l
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c’est-a-dire
* {ijj=1pouri=1,...,n,
* [ij:OSii<neti7£j,
* Cpj=21""sij<n;

* Uijj = a;jpouri=l,
* Upj=0sij<n,
* unn=2n_1.

®Exercice 5.16
Considérons une matrice A € R™*" (avec n = 3) dont les éléments vérifient
x ajj=1sii=jouj=n,
* a,-,~=—1sii>j,
* a;jj=0sinon.
Calculer la factorisation LU de A.

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.16. Factorisation LU de la matrice A :

1 0 0 1 1 0 0 1
-1 1 o | Le—L2+Ly 0 1 2 Ly—L3+Ly
1 | nenen -1 1 .| LyeLytl
0 0
: 1 1 : 1 2
-1 -1 1 0 -1 -1 2
1 0 0 20
0 1 21
Ln—Ln+L,i |+ . 1 22
[...] el
0
: 1 2n2
0 ... ... .. 0 2nrt

On obtient les matrices

1 0 0 1 0
-1 1 0 1
1 1
L= et U=
: 1 0
-1 -1 1 0

ie.

* ¢ij=1pouri=1,...,n,,
*x lij=—1sii>]
* {;j=0sinon;

* Uj;=1pouri=1,..

* ujj=0sinon.

®Exercice 5.17
On considere la matrice tridiagonale inversible A € R™*"
a ¢ 0 0
bg ay Co
A= 0 by a3
0
bp-1 ap-1 cn1
0 0 by, an

184

...n-1,j=1,...,n,

22

1 2n72
0 2n—1

L,n—1,

*x Uip=2"1pouri=1,...,n,

0 1
2
4
0
1 4
-1 4
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1. Montrer que les matrices I et U de la factorisation LU de A sont bidiagonales, i.e. si a;; = 0 pour |i — j| > 1 alors
£ij=0pouri>1+j (etpour i< jcar triangulaire inférieure) et u;; = 0 pour i < j —1 (et pour i > j car triangulaire
supérieure).

Soit A®, k= 0,...,n -1 la matrice obtenue a I'étape k de la méthode de Gauss, avec A® = A et A"V =U. On

montrera par récurrence sur k que AW est tridiagonale pour tout k=0,...,n—1, i.e. a(k) O pour |i—j|>1.
Initialisation : pour k=0, A© = A est une matrice tridiagonale
Heérédité : soit A® une matrice tridiagonale (i.e. a =0 pour |i — j| > 1) et montrons que AK+D Pest aussi.

* Sii < k, que valent-ils les coefficients a(’]”l) ?

* Sii> k alors on va considérer séparément les cas suivants :

= si j < k, que valent-ils les coefficients a(’]‘“) ?

x si j > ket j<i-1, que valent-ils les coefficients a(k) et é(k) ? Que peut-on déduire sur les coefficients
ak+D 2
l] .
~ si j > ketj>1i+1, que valent-ils les coefficients a(k) et [(k) ? Que peut-on déduire sur les coefficients
(k+1) 2
l] )
NB : Justifier succinctement chaque réponse!

2. On a montré au point précédent que les matrices L et U de la factorisation LU de A sont bidiagonales, écrivons-les
sous la forme

1 0 ... 0 ar 7 0 0
p2 1 . : 0 @ 71
L= 0 B3 1 , U=
0
. Bn-1 1 0 Lana Yn-1
o ... ... 0 Bn 1 0o ... ... .. 0 Ay

Calculer (aj,az,...,an), (B2,B3,...,6n) et (y1,Y2,...,Yn-1) en fonction de (aj,ay,...,a,), (b2, bs,...,b,) et
(c1,¢2,...,cn—1). En déduire un algorithme de factorisation.

3. ATaide des formules trouvées au point précédent, écrire 'algorithme pour résoudre le systéme linéaire Ax = f ot1

f= (fl)er---rfn)T e R

CORRECTION DE ’EXERCICE 5.17.

1. Soit AW, k =0,. — 1 la matrice obtenue a I'étape k de la méthode de Gauss, avec A® = A et A"V =U. On
montrera par récurrence sur k que A¥) est tridiagonale, i.e. a =0pour |i—j|>1.

Initialisation : pour k =0, A® = A qui est une matrice tridlagonale
Heérédité : soit A% une matrice tridiagonale (i.e. a =0 pour |i — j| > 1) et montrons que AK&+D Pest aussi.

(k+1)

* Sii<kalors a; if lj =0 (les lignes Ly, ..., Lk de la matrice A® ne sont pas modifiées a I'étape k).

* Soit i > k, alors les lignes Ly, 1,..., L, de la matrice A% vont étre modifiées selon la relation)

a(k)
(k+1) _ (k) ] (k)
aij =i~ (k)“

kk

Pour chaque ligne i > k, considérons séparément les colonnes j < k et les colonnes j >k :

* sij<k, aEI;H) 0 (zéros qu’on fait apparaitre avec la méthode de GAUSS pour une matrice quelconque),
* soit j>k:
« sij<i-1,commei,j >kalorsa )=0eti>j+1>k+1,cest-a- d1rez—k>1etdonca —Oetﬁ(k)
Donc a(];”) 0.
« si j>i+1, comme i,j> k alors a(j) =0etj>i+1>k+1,cest-a-dire j —k > 1 et donc ag;.) =0. Donc
a(_k+1) -0

ij
2. Les coefficients (a1, a2,...,ay), (B2,B3,...,Bn) €t (y1,Y2,...,Yn-1) se calculent en imposant I'égalité LU = A. L'algo-
rithme se déduit en parcourant les étapes de la méthode de GAUSS :
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a) C1 0 0 a1 =d; Y1=C 0 0
by ay o 0 ax=ay—fac1 y2=0co
A@ |0 b3 a3 %;ﬁz“, av-| 0 bs as
0 b=at 0
: bp-1 ap-1 cp-1 : bp-1 ap-1  Cp-1
0 0 b, a, 0 0 b, a,
a1 =d; Y1=C 0 0
0 az =ap— P20 Y2 =0C2
L3<7L3*ﬂ3L2 A(z) _ 0 0 af3 = ag - ﬁ3C2 L4‘*L4*ﬁ41‘3 [ . ]
b: b
ﬁszﬁ 0 ﬁF%
. bp-1 ap-1 cp-1
0 0 by, a
a1 =d; Y1=0C 0 0
0 a=az— P20 Y2=0C2
(o) LomtnBulu p-n | O 0 a3 =az—fzc
ﬁn:ﬁ 0
. 0 ap1=ay-1-PBn-1cn-2 Yn-1=Cn-1
0 0 0 @p=an—Pncn-1

Doncy; =c; pouri=1,...,n, a; = a; et on définie par récurrence

Bi

a;

di-1

pouri=2,...,n.
a; — Pici-

{

3. Larésolution du systeme linéaire Ax = f se rameéne a la résolution des deux systemes linéaires Ly = f et Ux =y, pour
lesquels on obtient les formules suivantes :

n=n
yi=fi—Piyi-1,
xn: Z_};)

s
X = Yi );li 1+1,

®Exercice 5.18
Soit les systemes linéaires

JACOBI). Les systémes (5

186

ie. {J’I =/ b
pouri=2,...,n, J/i:fi—W,l-ci,1
xn= 2,
. o Yi—CiXit+1
pouri=n-1,..,1, he Z ; iﬁlifjﬁ;"“

ap

4x1+3x2+3x3=10
3x1+4x2+3x3=10
3x1+3x2+4x3=10

4x1+X2+Xx3=6
X1 +4x2+Xx3=06
X1+ X2+4x3=06

.1) et (5.2) vérifient-ils ces conditions ?

Yi-1, pouri=2,...,n;

pouri=n-1,...,2,

(5.1)

(5.2)

1. Rappeler une condition suffisante de convergence pour les méthodes de JACOBI et de GAUSS-SEIDEL. Rappeler
une autre condition suffisante de convergence pour la méthode de GAUSS-SEIDEL (mais non pour la méthode de

2. Ecrire les méthodes de JACOBI et de GAUSS-SEIDEL pour ces deux systémes linéaires.

3. On illustrera les résultats théoriques de convergence/non-convergence de ces deux schémas en prenant comme
point de départ le vecteur (x1, x2, x3) = (0,0,0) et en calculant les 3 premiers itérés :

3.1. avecla méthode de JACOBI pour le systeme (5.1),
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3.2. avecla méthode de GAUSS-SEIDEL pour le systeme (5.1),
3.3. avec la méthode de JACOBI pour le systeme (5.2),
3.4. avecla méthode de GAUSS-SEIDEL pour le systéme (5.2).

4. On comparera le résultat obtenu avec la solution exacte (qu'on calculera a 'aide de la méthode d’élimination de
GAUSS).

CORRECTION DE UEXERCICE 5.18. Ecrivons les deux systémes sous forme matricielle Ax =b :

4 3 3\(x 10 4 1 1\(x 6
3 4 3||x2|=]10 et 1 4 1||x2|=|6
3 3 4)\x 10 11 4)\x3) \6
————

Aq Az

1. Rappelons deux propriétés de convergence :
= Sila matrice A est a diagonale dominante stricte, les méthodes de JACOBI et de GAUSS-SEIDEL convergent.
x Sila matrice A est symétrique et définie positive, la méthode de GAUSS-SEIDEL converge.
Comme 4 > 1+ 1, la matrice A, est a diagonale dominante stricte : les méthodes de JACOBI et de GAUSS-SEIDEL
convergent.
Comme 4 < 3+ 3, la matrice A} n'est pas a diagonale dominante stricte : les méthodes de JACOBI et de GAUSS-SEIDEL
peuvent ne pas converger. Cependant elle est symétrique et définie positive (car les valeurs propres ! sont 11 = 1, =1
et A3 =10) : la méthode de GAUSS-SEIDEL converge.

2. Pour les systemes donnés les méthodes de JACOBI et GAUSS-SEIDEL s’écrivent

A1X=b Azxzb
(k+1) (k) (k) (k+1) (k) (k)
X, 10-3x," —3x4 X, 6-x, — x5
k+n | =1 k k k+n | -1 k k
JACOBI xé+) =7 10—3x§)—3x§) x£+) =7 6—x§)—x§)
(k+1) (k) (k) (k+1) (k) (k)
X3 10-3x;" —3x, X5 6—x;" —x,
xik“) 10— 3x§k) - 3x§k) xik“) 6— xék) - xék)
k+1 [ =1 k+1 k k+n [ =1 k+1 k
Gauss-SEIDEL D =21 10-3xF — 35 D =21 6— 2D — &0
x§k+1) 10_3x§k+1) _3x;k+1) xékﬂ) 6—xik“) _x§k+1)
3. On obtient les suites suivantes
3.1. JACOBI pour le systéme (5.1) :
©) M 5
x| (o X 10-3x0-3x0) (3
1
x| =|0] = fx|=7]10-3x0-3x0f= 3
X3 0 X3 10-3%x0-3x%0 3
2) 3)
x1 10-3x3-3x3 -2 x1 10-3x 22 -3x 2 B
el =tl10-3x5-3x5|=]|_5| — L PSP S B
21 7% X2 TOX2 T s Y2l =7 T TOX T |78
x3 10-3x3-3x3) |-2 x3 10-3x 32 —3x 2 8
3.2. GAUSS-SEIDEL pour le systéme (5.1) :
) m 5
X1 0 X1 10-3x0-3x0 5
1
= =_ _ 5 _ =1 3
x2—0$x2—4103x23x0—8
x3) \0 X3 10-3x2-3x3] |3
) 3)
5 5 245 12485
_ 1 _a, 245 _o. 5 |_| 485 _ | 35765
= X[ T [10-8x g 3% | T 52 | T | *2| T 327es
245 485 725 70565
X3 10-3x T35 =3 %512 2048 X3 131072

1. detA; () = (4—A)3 +27+27-94-1)—9(4—-1)—9(4— 1) =64 —481 + 1212 — A3 +54 - 108 + 271 = —13 + 1242 — 211 + 10. Une racine évidente est
A=1eton obtient det Aj (1) = (A —1)(-A2 + 111 —10) = (A — 1)2(A - 10).
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3.3. JACOBI pour le systéeme (5.2) :

© W 5
X1 0 X1 ) 6-1x0-1x0 5
% =0 = x| = [6-1x0-1x0]|=|3
X3 0 X3 6-1x0-1x0 g
) (3)
3 3 3 3 3 9
X1 1 6-1x z 1x i 7 X1 1 G_IXZ_IXZ 8
_ = 3 31=13 =_lg= 3 _ 31=1|9
:x2—461212—4zx2—461x41x4_8
x3 6-1x3-1x3) (3 X3 6-1x3-1x3] {2
3.4. GAUSS-SEIDEL pour le systéme (5.2) :
©) M s
X1 0 X1 . 6—-1x0-1x0 5
| =0l =|x|=; 6-1x3-1x0([3
X3 0 X3 6—1x % —-1x % g—;
(2) 3)
9 27 129 531 2025 139
X1 . 6—1><——1><— 58 X1 ) 6— 1><512 x 508 8192
_ 129 27 | _ | 531 _ 8139 2025 | _ | 32913
=X | T | 6 Ixam o lxg [Tz | T |2 T 61 % sie2 1% 20a8 | T | 327s
129 . 531 2025 8139 ;. 32913 131139
X3 6-1x 93 —1x553 2048 X3 6—1x 5195 — 1% 3573 131072
4. Calcul de la solution exacte a ’'aide de la méthode d’élimination de GAUSS :
* Systeme (5.1) :
—[,_3
4 3 3|10\ P 3 3[10), oy, (4 3 3|10 1
34 3[10 | =220 0 7 | | — 220 U | | = x=[1
3 3 4|10 0 3% s % 0 0 7| 15 1
* Systeme (5.2) :
L1
41 1|6 TP a1 16 (41 16 1
1 4 1|6 |——2510 % 3 |% — — ba 0 B 3| = x=|1
1 1 4|6 0 30 By |9 0 0 5| 185 1
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. Python : gucde de saruce pour les TP

Le but de ce chapitre est de fournir suffisamment d’informations pour pouvoir tester les mé-
thodes numériques vues dans ce polycopié. Il n’est ni un manuel de Python ni une initia-
tion a la programmation. On suppose que vous avez déja des notions de programmation et
de manipulation de fichier.

Python est un langage développé dans les années 1980 (le nom est dérivé de la série télévisée britannique des Monty
Python’s Flying Circus). 1l est disponible pour tous les principaux systémes d’exploitation (Linux, Unix, Windows, Mac OS,
etc.). Un programme écrit sur un systeme fonctionne sans modification sur tous les systémes. Les programmes Python ne
sont pas compilés en code machine, mais sont gérés par un interpréteur. Le grand avantage d'un langage interprété est que
les programmes peuvent étre testés et mis au point rapidement, ce qui permet a I'utilisateur de se concentrer davantage sur
les principes sous-jacents du programme et moins sur la programmation elle-méme. Cependant, un programme Python
peut étre exécuté uniquement sur les ordinateurs qui ont installé 'interpréteur Python.

A.1. Obtenir Python et son éditeur IDLE

Pour installer Python il suffit de télécharger la version 2.6 qui correspond au systéme d’exploitation (Windows ou Mac) a
I'adresse www.python. org. Pour ceux qui est des systémes Linux, il est trés probable que Python est déja installé.

Si on n’'a jamais programmeé, le plus simple pour exécuter les instructions Python est d’utiliser des environnements spé-
cialisés comme IDLE ou IDLEX (ou encore SPYDER). Ces environnements se composent d'une fenétre appelée indifférem-
ment console, shell ou terminal Python.

A.1.1. Utilisation de base d’ldle

Pour commencer on va démarrer Python en lancant IDLE :
* sous Windows : menu «Démarrer» — programme «Python» — «IDLE»
* sous Ubuntu : menu «Applications» — menu «Programmation» — «IDLE»
* sous Mac/Linux : ouvrir un terminal/console et taper idle-python2.6
Une nouvelle fenétre va s’ouvrir, c’est la fenétre principale d’'IDLE appelée la fenétre de 'INTERPRETEUR :

makes to its
interface.
interface

L'INTERPRETEUR permet d’entrer directement des commandes et dés qu’on écrit une commande, Python 'exécute et ren-
voie instantanément le résultat. L'invite de commande se compose de trois chevrons (>>>) et représente le prompt : cette
marque visuelle indique que Python est prét a lire une commande. Il suffit de saisir a la suite une instruction puis d’appuyer
sur la touche «Entrée». Pour commencer, comme le veux la tradition informatique, on va demander a Python d’afficher les

fameux mots «Hello world» :
File Edit Debug Options Windows Help
Python 2.6.6 ( 184292, =

15 2010, 16:22:56) |

r "license()" for more information.
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La console Python fonctionne comme une simple calculatrice : on peut saisir une expression dont la valeur est renvoyée
des qu’on presse la touche «Entrée». Si on observe I'image suivante, on voit le résultat affiché apres 'entrée de commandes

supplémentaires.

Eile Edit Debug Options Windows

[GCC 4.4.5] on

1ux2

Personal
makes to i

2

4

5

3

9

23>
01234567829

Python 2.6.6 (r266:84292, Sep 15 2010, 16:

computer's
is not wvisibl

Type "copyright", "credits" or "license()" for more information.

Pour naviguer dans I'historique des instructions saisies dans 'INTERPRETEUR on peut utiliser les raccourcis A1t+p (p comme

previous) et Alt+n (n comme next). 1

Si on ferme Python et qu’on le relance, comment faire en sorte que I'ordinateur se souvienne de ce que nous avons tapé ?
On ne peut pas sauvegarder directement ce qui se trouve dans la fenétre de I'interpréteur, parce que cela comprendrait a la
fois les commandes tapées et les réponses du systeme. Il faut alors avoir un fichier avec uniquement les commandes qu’on
a tapées et sauver le tout comme un document. Ainsi plus tard on pourra ouvrir ce fichier et lancer Python sans avoir a
retaper toutes les commandes. Tout d’abord, commencons par un support propre en ouvrant une nouvelle fenétre.

Edit Debug Options Windows

New Window Ctrl+N

Open... Ctrl+0 Fts”
Recent Files ol
Open Module... Alt+M bftwa

Class Browser  Alt+C
Path Browser

Fa
Save Ctrl+S
Save As...
Save Copy As... Alt+Shift+S

Print Window Ctrl+P

Close Alt+F4
Exit ctrl+Q

2

Voici ce que cela donne :

hnection is ne y
is sent to or received from the Ir

Clrl+Shift+s | Subprocess ====

P, sep 15 2010, 16:22:56)

cense()" for more information.

File Edit Debug Options Windows

File Edit Format Run Options Windows

Help

Python 2.6.6 (r266:84292, Sep 15 2010, 16:22:56)
[GCC 4.4.5] on linux2
Type "copy t", "credits" or "license()" for more information.

Personal firewall software may warn sbout the co
makes to its subprocess using thi al loopback
interface. This connection is not visible on any external
interface and no data is sent to or received from the Ir

e o

1. Il ne s’agit pas, pour I'instant, de s’occuper des régles exactes de programmation, mais seulement d’expérimenter le fait d’entrer des commandes

dans Python.
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On voit qu’il n'y a rien dans cette nouvelle fenétre (pas d’en-téte comme dans I'INTERPRETEUR). Ce qui veut dire que ce
fichier est uniquement pour les commandes : Python n'interviendra pas avec ses réponses lorsque on écrira le programme
et ce tant que on ne le lui demandera pas. On appellera cela la fenétre de PROGRAMME, pour la différencier de la fenétre de
I'INTERPRETEUR. En fait, ce qu’on veut faire, c’était de sauver les quelques instructions qu’on a essayées dans l'interpréteur.
Alors faisons-le soit en tapant soit en copiant-collant ces commandes dans la fenétre PROGRAMME :

File Edit Debug Options Windows Help || File Edit Format Run Options Windows Help

interface. This connection is not visible on any exte
interface and no data is sent to or received from the

2

On note qu’on s’est débarrassés du prompt de Python (>>>). Sauvons maintenant le fichier : la commande «Save» (Sauver)

se trouve dans le menu «File» (Fichier) ou utiliser le raccourcis Ctrl+S:

File Edit Debug Options Windows Help || Eile | Edit Format Run Qptions Windows Help
Python 2.6.6 (r266:84292, sep 15 2010, 16:22:56) Al et _‘
[GCC 4.4.5] on linux2 New Window Ctri+N
Type "copyright", "credits" or "license()" for more information. Open... Ctri+0

Recent Files -

Personal firewall software may warn about the connecti Open Module... Alt+M
makes to its subprocess using this computer's intern Class Browser  Alt+C
interface. This connection is not visible on any exte i

interface and no data is sent to or received from the it s

Save Ctrl+s
Save As... Ctrl+Shift+5
Save Copy As... Alt+Shift+5

ge (10} :

Print Window Ctri+P

Close Alt+F4

Exit ctrl+Q

=)

Ayant sauvé le programme, pour le faire tourner et afficher les résultats dans la fenétre de I'INTERPRETEUR il suffit d'utiliser
la commande «Run script» (lancer le script) dans le menu «Run» de la fenétre PROGRAMME ou appuyer sur la touche «F5»

File Edit Debug Options Windows Help || Eile Edit Format Run | Options Windows Help

Python 2.6.6 (r266:84292, Sep 15 2010, 16:22:56) =
[GCC 4.4.5) inux2
Type "copy "credits" or "license()" for more information.

=nze ( Python Shell

2= | Check Module Alt+X
Run Module F5

Personal firewall software m warn about the connec
makes to its subprocess using this computer's inte
interface. This connection not visible on an
interface and no data is sent to or received from the

Si on a fait une faute de frappe, Python le remarque et demande de corriger. Il est souvent assez pertinent pour diriger vers
le probleme et dans le cas ci-dessous il dit qu'on a oublié quelque chose a la fin de la ligne : il faut remplacer " par °.

File Edit Format Run Options Windows Help

There's an error in your program:
EOL while scanning string literal

OK

Cette faute de frappe étant corrigée, on fait tourner le programme et on regarde le résultat dans 'INTERPRETEUR :
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File Edit Debug Options Windows Help

Ln: 47/Col: 4

Maintenant qu’on a sauvé le programme, on est capable de le recharger : on va tout fermer et relancer IDLE. La commande
«Open» (Ouvrir) se trouve dans le menu «File» (Fichier). Si tout se passe bien, on va avoir une nouvelle fenétre PROGRAMME
avec 'ancien programme.

A.2. Notions de base de Python

Indentation Le corps d'un bloc de code (boucles, sous-routines, etc.) est défini par son indentation : I'indentation est
une partie intégrante de la syntaxe de Python.

Commentaires Le symbole diése (#) indique le début d'un commentaire : tous les caracteéres entre # et la fin de la ligne
sont ignorés par l'interpréteur.

Variables et affectation Dans la plupart des langages informatiques, le nom d’une variable représente une valeur d'un
type donné stockée dans un emplacement de mémoire fixe. La valeur peut étre modifiée, mais pas le type. Ce n'est pas le
cas en Python, ot les variables sont typées dynamiquement. La session interactive suivante avec ' INTERPRETEUR Python
illustre ce propos (>>> est le prompt) :

>>> b = 2
>>> print(b)
2

>>> b = b*x2.0
>>> print(b)
4.0

Laffectation b = 2 crée une association entre le nom b et le nombre entier 2. La déclaration suivante b*2.0 évalue I'ex-
pression et associe le résultat a b; 'association d’origine avec I'entier 2 est détruite. Maintenant b se réfere a la valeur en
virgule flottante 4.0. Il faut bien prendre garde au fait que l'instruction d’affectation (=) n’a pas la méme signification que
le symbole d’égalité (=) en mathématiques (ceci explique pourquoi 'affectation de 3 a x, qu'en Python s’écrit x = 3, en
algorithmique se note souvent x — 3). On peut aussi effectuer des affectations paralléles :

>>> a, b = 128, 256
>>> print(a)

128

>>> print(b)

256

A ATTENTION. Python est sensible a la casse. Ainsi, les noms n et N représentent différents objets. Les noms de variables

peuvent étre non seulement des lettres, mais aussi des mots; ils peuvent contenir des chiffres (a condition toutefois de ne pas
commencer par un chiffre), ainsi que certains caracteéres spéciaux comme le tiret bas «_» (appelé underscore en anglais).
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Chaine de caractéres (Strings) Une chaine de caracteres est une séquence de caracteres entre guillemets (simples ou
doubles). Les chaines de caractéres sont concaténées avec I'opérateur plus (+), tandis que 'opérateur (:) est utilisé pour
extraire une portion de la chaine. Voici un exemple :

>>> stringl = ’Press return to exit’
>>> string2 = ’the program’

>>> print stringl + ’ ’ + string2
Press return to exit the program
>>> print stringl[0:12]

Press return

Une chaine de caracteres est un objet immuable, i.e. ses caractéres ne peuvent pas étre modifiés par une affectation, et sa
longueur est fixe. Si on essaye de modifier un caractére d’'une chaine de caracteéres, Python renvoie une erreur comme dans
I'exemple suivant :

>>> s = ’Press return to exit’
>>> s[0] = ’p’
Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>
TypeError: ’str’ object does not support item assignment

Listes Une liste est une suite d’objets, rangés dans un certain ordre. Chaque objet est séparé par une virgule et la suite
est encadrée par des crochets. Une liste n’est pas forcement homogeéne : elle peut contenir des objets de types différents les
uns des autres. La premiere manipulation que 'on a besoin d’effectuer sur une liste, c’est d’en extraire et/ou modifier un
élément : la syntaxe est ListName [index]. Voici un exemple :

>>> fraise = [12, 10, 18, 7, 15, 3]
>>> print fraise

[12, 10, 18, 7, 15, 3]

>>> fraise[2]

18

>>> fraise[1] = 11

>>> print fraise

[12, 11, 18, 7, 15, 3]

[ ATTENTION. En Python, les éléments d'une liste sont indexés a partir de 0 et non de 1.

Si on tente d’extraire un élément avec un index dépassant la taille de la liste, Python renvoi un message d’erreur :

>>> fraise[0], fraise[1], fraise[2], fraise[3], fraise[4], fraisel[5]
(12, 11, 18, 7, 15, 3)
>>> fraise[6]
Traceback (most recent call last):
File "<pyshell#4>", line 1, in <module>
fraise[6]
IndexError: list index out of range

On peut extraire une sous-liste en déclarant I'indice de début (inclus) et I'indice de fin (exclu), séparés par deux-points :
ListName[i:j], ou encore une sous-liste en déclarant I'indice de début (inclus), I'indice de fin (exclu) et le pas, séparés
par des deux-points : ListName [i: j :k]. Cette opération est connue sous le nom de slicing (en anglais). Un petit dessin et
quelques exemples permettrons de bien comprendre cette opération fort utile :

len(fraise)

fraise=| 12 11 18 7 15 3

>>> fraise[2:4]
[18, 7]
>>> fraise[2:]

© G. FACCANONI 193



A. Python

guide de survie pour les TP

[18, 7, 15, 3]
>>> fraise[:2]

[12, 11]

>>> fraisel[:]

[12, 11, 18, 7, 15, 3]
>>> fraise[2:5]

[18, 7, 15]

>>> fraise[2:6]

[18, 7, 15, 3]

>>> fraise[2:7]

[18, 7, 15, 3]

>>> fraise[2:6:2]

[18, 15]

>>> fraise[-2:-4]

1

>>> fraisel[-4:-2]

[18, 7]

>>> fraise[-1]

3

A noter que lorsqu’on utilise des tranches, les dépassements d’indices sont licites.
Voici quelques opérations et méthodes trés courantes associées aux listes :

>>>
>>>
[2:
>>>
>>>
[2:
>>>
>>>
>>>
[2 s
>>>

>>>
>>>
[2’
>>>

>>>
-79
>>>

(2,
>>>

>>>

>>>
[21
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a.append(x) ajoute I'élément x en fin de la liste a

a.extend(L) ajoute les éléments de la liste L en fin de la liste a, équivautaa + L
a.insert(i,x) ajoutel’élément x en position i de laliste a, équivautaali:i]=x
a.remove (x) supprime la premiére occurrence de ’élément x dans la liste a
a.pop([il) supprime I'élément d’indice i dans la liste a et le renvoi
a.index(x) renvoie 'indice de la premiere occurrence de I'élément x dans la liste a
a.count (x) renvoie le nombre d’occurrence de I'élément x dans la liste a
a.sort(x) modifie la liste a en la triant

a.reverse(x) modifie la liste a en inversant les éléments

len(a) renvoie le nombre d’éléments de la liste a

x in a renvoi True si la liste a contient I’élément x, True sinon

X not in a renvoi True sila liste a ne contient pas I’élément x, True sinon
max (a) renvoi le plus grand élément de la liste a

min(a) renvoi le plus petit élément de la liste a

a = [2, 37, 20, 83, -79, 21]
print a

37, 20, 83, -79, 21]
a.append (100)

print a

37, 20, 83, -79, 21, 100]

L = [17, 34, 21]

a.extend(L)

print a

37, 20, 83, -79, 21, 100, 17, 34, 21]
a.count(21)

a.remove(21)

print a

37, 20, 83, -79, 100, 17, 34, 21]
a.count (21)

a.pop(4)

print a
37, 20, 83, 100, 17, 34, 21]
a.index(100)

a.reverse()
print a
, 34, 17, 100, 83, 20, 37, 2]
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>>> a.sort()

>>> print a

[2, 17, 20, 21, 34, 37, 83, 100]
>>> len(a)

8

>>> a.insert(2,7)

>>> print a

[2, 17, 7, 20, 21, 34, 37, 83, 100]
>>> a[0] = 21

>>> print a

[21, 17, 7, 20, 21, 34, 37, 83, 100]
>>> a[2:4] = [-2,-5,-1978]

>>> print a

[21, 17, -2, -5, -1978, 21, 34, 37, 83, 100]

A ATTENTION. Si a est une liste, la commande b=a ne crée pas un nouvel objet b mais simplement une référence (pointeur)
vers a. Ainsi, tout changement effectué sur b sera répercuté sur a aussi! Pour créer une copie c de la liste a qui soit vraiment
indépendante on utilisera la commande deepcopy du module copy comme dans I'exemple suivant :

>>> amport copy

>>> a = [1.0, 2.0, 3.0]
>>> b = a

>>> b[0] = 5.0

>>> print a

[5.0, 2.0, 3.0]

>>> print b

[5.0, 2.0, 3.0]

>>>a = [1.0, 2.0, 3.0]
>>> ¢ = copy.deepcopy(a)
>>> ¢c[0] = 5.0

>>> print a

[1.0, 2.0, 3.0]

>>> print c

[5.0, 2.0, 3.0]

Qu'est-ce qui se passe lorsque on copie une liste a avec la commande b=a ? En effet, une liste fonctionne comme un carnet
d’adresses qui contient les emplacements en mémoire des différents éléments de la liste. Lorsque on écrit b=a on dit que b
contient les mémes adresses que a (on dit que les deux listes «pointent» vers le méme objet). Ainsi, lorsqu’on modifie la valeur
de l'objet, la modification sera visible depuis les deux alias.

Matrices Les matrices peuvent étre représentées comme des listes imbriquées : chaque ligne est un élément d’une liste.
Par exemple, le code

>>>a = [[1, 2, 3], [4, 5, 6], [7, 8, 9]]

définit a comme la matrice 3 x 3
1 2 3
4 5 6
7 8 9
La commande len (comme length) renvoie la longueur d’'une liste. On obtient donc le nombre de ligne de la matrice avec

len(a) et son nombre de colonnes avec 1len(a[0]). En effet,

>>> print a
[f1, 2, 31, [4, 5, 6], [7, 8, 9]]
>>> print a[1]

4, 5, 6]

>>> print a[1][2]

6

>>> print len(a)

3

>>> print len(al[0])
3
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A ATTENTION. Dans Python les indices commences a zéro, ainsi a [0] indique la premiere ligne, a [1] la deuxiéme etc.

Qoo do1  do2
A=|%0 adi a

Fonction range La fonction range crée un itérateur. Au lieu de créer et garder en mémoire une liste d’entiers, cette
fonction génere les entiers au fur et 8 mesure des besoins :

x range (n) renvoi un itérateur parcourant0,1,2,...,n—1;

x range(n,m) renvoi un itérateur parcourant n,n+1,n+2,...,m—1;

x range(n,m,p) renvoi un itérateur parcourant n,n+ p,n+2p,...,m—1.

>>> range(10)

[o, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]
>>> range(0)

[

>>> range (1)

[0]

>>> range(3,7)

[3, 4, 5, 6]

>>> range(0,20,5)
[0, 5, 10, 15]

>>> range(0,20,-5)
[]

>>> range(0,-20,-5)
[0, -5, -10, -15]
>>> range(20,0,-5)
[20, 15, 10, 5]

Instruction print Pour afficher al’écran des objets on utilise lacommande print objectl, object2, ... quiconver-
tisobjectl, object2 en chaines de caracteres et les affiche sur la méme ligne séparés par des espace. Le retour a la ligne
peut étre forcé par le caracteére \n, la tabulation par le caractere \t :

>>> a 12345,6789

>>> b = [2, 4, 6, 8]

>>> print a,b

(12345, 6789) [2, 4, 6, 8]

>>> print "a=", a, "\nb=", b

a= (12345, 6789)

b= [2, 4, 6, 8]

>>> print "a=", a, "\tb=", b

a= (12345, 6789) —b= [2, 4, 6, 8]

Pour mettre en colonne des nombres on pourra utiliser I'opérateur % : la commande print ’%formatl, %format2,...
=% (n1,n2,...) affichelesnombresnl,n2, ... selonlesregles %formatl, %format2,....Typiquement on utilise

wd pour un entier
w.df pour un nombre en notation floating point
w.de  pour un nombre en notation scientifique

ol w est lalargeur du champ total, d le nombre de chiffres apres la virgule. Voici quelques exemples :

>>> a = 1234.56789

>>> n = 9876

>>> print *%7.2f° %a
1234.57

>>> print ’n = %64’ %n
n = 9876

>>> print ’n = %064’ %n
n = 009876

>>> print ’%12.4e %64’ %(a,n)
1.2346e+03 9876
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Opérations arithmétiques Dans Python on a les opérations arithmétiques usuelles :

Quelques exemples :

>>> a = 100
>>> b = 17
>>> ¢ = a-b
>>> a = 2
>>> ¢ = b+a
>>> a,b,c
(2, 17, 19)
>>> a =3
>>> b =4
>>> ¢ = a
>>> a =b
>>> b = ¢
>>> a, b, ¢
(4, 3, 3)

Addition

Soustraction

Multiplication

Division

Exponentiation

Quotient de la division euclidienne
Reste de la division euclidienne

Certains de ces opérations sont aussi définies pour les chaines de caracteres et les listes comme dans I'exemple suivant :

>>> s = ’Hello
>>> t = ’to you’
>>> a = [1, 2, 3]

>>> print 3*s

Hello Hello Hello

>>> print 3*a

[1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3]

>>> print a + [4, 5]

[1, 2, 3, 4, 5]

>>> print s + t

Hello to you

>>> print 3 + s

Traceback (most recent call last):
File "<stdin>", line 1, in <module>

TypeError: unsupported operand type(s) for +: ’int’ and ’str’

1l existe aussi les opérateurs augmentés :

Onécrit  Equivaut 2
a+=b>b a=a+b
a-=> a=a-b>
a *=>b a = axb
a/=b a = a/b
a **= b a = ax*b
a%=b a = ab

Opérateurs de comparaison et connecteurs logiques Les opérateurs de comparaison renvoient True si la condition

est vérifiée, False sinon. Ces opérateurs sont
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Onécrit  Ca signifie
< <
> >
<= <
>= >
= #
in €
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A ATTENTION. Bien distinguer l'instruction d'affectation = du symbole de comparaison ==.

Pour combiner des conditions complexes (par exemple x > —2 et x> < 5), on peut combiner des variables booléennes en
utilisant les connecteurs logiques :

On écrit  Ca signifie

and et
or ou
not non

Deux nombres de type différents (entier, a virgule flottante, etc.) sont convertis en un type commun avant de faire la com-
paraison. Dans tous les autres cas, deux objets de type différents sont considérés non égaux. Voici quelques exemples :

>>> a = 2

>>> b = 1.99

>>> c = 27

>>> print a>b

True

>>> print a==

False

>>> print (a>b) and (a==c)
False

>>> print (a>b) or (a==c)
True

>>> print (a>b) or (a==b)
True

A.3. Fonctions et Modules

A.3.1. Fonctions

Supposons de vouloir calculer les images de certains nombres par une fonction polynomiale donnée. Si la fonction en
question est un peu longue 2 saisir, par exemple f: x — 2x’ — x® +5x° — x* + 9x% + 7x? + 8x — 1, il est rapidement fastidieux
de la saisir a chaque fois que 'on souhaite calculer I'image d'un nombre par cette fonction. Une premiere idée est d'uti-
liser I'historique de 'INTERPRETEUR pour éviter de saisir a chaque fois la fonction, néanmoins ce n’est pas treés pratique,
surtout si on veuty travailler un autre jour. Il est tout a fait possible de définir une fonction (au sens du langage Python) qui
ressemble a une fonction mathématique. La syntaxe est la suivante :

def FunctionName (parameters):
——statements
——return values

La déclaration d'une nouvelle fonction commence par le mot-clé def. Ensuite, toujours sur la méme ligne, vient le nom de
la fonction (ici FunctionName) suivi des parametres formels 2 de la fonction parameters), placés entre parentheéses, le tout
terminé par deux-points (on peut mettre autant de parametres formels qu’on le souhaite et éventuellement aucun). Une
fois la premiére ligne saisie, on appuie sur la touche «Entrée» : le curseur passe a la ligne suivante avec une indentation. Si
Iinstruction return est absente, la fonction renvoi I'objet None.

D ATTENTION. Dés que Python atteint l'instruction return something, il renvoi l'objet something et abandonne aussitot
apres l'exécution de la fonction (on parle de code mort pour désigner les lignes qui suivent l'instruction return).

Voici un bétisier pour mieux comprendre les regles : dans le premier cas il manque les deux-points en fin de ligne, dans
le deuxieme il manque l'indentation, dans le troisieme il manque le mot return et donc tout appel de la fonction aura
comme réponse None, dans le quatriéme l'instruction print ’Hello’ n’est jamais lue par Python car elle apparait apres
I'instruction return.

>>> def f(x)
SyntaxError: invalid syntax
>>> def f(x):
return 2*x**x7-X*k*x6+5kx**5-x*x*4+9kx**3+7*x*k*x2+8*x-1
File "<pyshell#7>", line 2
return 2*x*k*7-x*k6+5%x**5-X*k*4+Qkx**k3+7*xX*k*2+8*kx-1

2. Les parametres figurant entre parentheses dans I'en-téte d'une fonction se nomment parametres formels, par opposition aux parametres fournis
lors de I'appel de la fonction qui sont appelés parametres effectifs.
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IndentationError: expected an indented block
>>> def £(x):
——— kXK T - Xk kB +5 Kk kS - Xk kA + DRk ok 3+T kxkk2+8%x - 1

>>> £(2)

>>> print £(2)

None

>>> def f(x):

——a = 2kXkKT —Xk*kB+5kx Kk k5 Xk k4+OQkxkk 3+ T kx*k*D+8*kx -1
——return a

——print ’Hello’

>>> £(2)
451

D ATTENTION. Les variables définies a l'intérieur d'une fonction ne sont pas «visibles» depuis 'extérieur de la fonction. On
exprime cela en disant qu'une telle variable est locale a la fonction. De plus, si une variable existe déja avant l'exécution de
la fonction, tout se passe comme si, durant l'exécution de la fonction, cette variable était masquée momentanément, puis
restituée a la fin de l'exécution de la fonction.

Dans I'exemple suivant, la variable x est une variable locale a la fonction £ : crée au cours de I'’exécution de la fonction f,
elle est supprimée une fois I'exécution terminée :

>>> def f(y):
—x = 2
——return 4.*y

>>> £(5)
20.0
>>> x
Traceback (most recent call last):
File "<pyshell#35>", line 1, in <module>
X
NameError: name ’x’ is not defined

Dans I'exemple suivant, la variable x est une variable qui vaut 6 a I'extérieur de la fonction et 7 au cours de I'exécution de
la fonction £ :

>>> x = 6.
>>> def f(y):
—x =7
——return x*y

>>> print x
6.0

>>> print £(1.)
7.0

>>> print x
6.0

Dans I'exemple suivant la fonction derivatives approche les dérivées premiere et seconde d'une fonction f par les
formules

fx+h)=-2fx)+ f(x-h)
"2

fx+h)-fx-h

’ ~
fx= 2h

f”(x) ~

import math

def derivatives(f,x,h):

——df = (f(x+h)-f(x-h))/(2.%h)
——ddf = (£(x+h)-2.*f(x)+f(x-h))/h**2
——return df,ddf

Si on veut calculer la valeur des dérivées premiere et seconde de la fonction x — cos(x) en x = 7 il suffit d’écrire
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df, ddf = derivatives(math.cos,math.pi/2,1.0e-5)
print ’First derivative =’, df
print ’Second derivative =’, ddf

A ATTENTION. Si une liste est passée comme paramétre d’une fonction et cette fonction la modifie, cette modification se
répercute sur la liste initiale. Si ce n'est pas le résultat voulu, il faut travailler sur une copie de la liste.

def squares(a):
——for i in range(len(a)):
————ali] = al[i]**2

a = [1,2,3,4]
print a
squares (a)
print a

A.3.2. Modules

Un module est une collection de fonctions. Pour importer un module, il faut utiliser la commande import ModuleName.
11 est alors possible d’obtenir une aide sur le module avec la commande help(ModuleName). La liste des fonctions dé-
finies dans un module peut étre affichée par la commande dir (ModuleName). Les fonctions s'utilisent sous la forme
ModuleName.FunctionName (parameters). Il est également possible d’'importer le contenu du module sous la forme
from ModuleName import x* et alors les fonctions peuvent étre utilisées directement par FunctionName (parameters).

Python offre par défaut une bibliotheque de plus de deux cents modules qui évite d’avoir a réinventer la roue des que
I'on souhaite écrire un programme. Ces modules couvrent des domaines tres divers : mathématiques (fonctions mathéma-
tiques usuelles, calculs sur les réels, sur les complexes, combinatoire...), administration systeme, programmation réseau,
manipulation de fichiers, etc. Ici on en présente seulement quelques-uns, a savoir ce dont on se servira dans les TP.

Le module math Dans Python seulement quelque fonction mathématique est prédéfinie :

abs(a) Valeur absolue de a
max(suite)  Plus grande valeur de la suite
min(suite)  Plus petite valeur de la suite
round(a,n) Arrondi a a n décimales pres

pow(a,n) Exponentiation, renvoi a”
sum (L) Somme des éléments de la suite
divmod(a,b) Renvoi quotient et reste de la division de a par b
-1 sia<b,
cmp (a,b) Renvoi< 0 sia=b,
1 sia>h.

Toutes les autres fonctions mathématiques sont définies dans le module math. Comme mentionné précédemment, on
dispose de plusieurs syntaxex pour importer un module :

>>> import math

>>> print math.pi
3.14159265359

>>> print math.sin(math.pi)
1.22464679915e-16

>>> print math.log(1.0)

0.0

ou

>>> from math import *
>>> print pi
3.14159265359

>>> print sin(pi)
1.22464679915e-16

>>> print log(1.0)

0.0

Voici la liste des fonctions définies dans le module math :
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>>> import math
>>> dir(math)

[>__doc__’, ’__name__’, ’__package__’, ’acos’, ’acosh’, ’asin’, ’asinh’, ’atan’, ’atan2’, ’atanh’, ’ceil’,
= ’copysign’, ’cos’, ’cosh’, ’degrees’, ’e’, ’exp’, ’fabs’, ’factorial’, ’floor’, ’fmod’, ’frexp’, ’
wfsum’, ’hypot’, ’isinf’, ’isnan’, ’ldexp’, ’log’, ’loglO’, ’loglp’, ’modf’, ’pi’, ’pow’, ’radiamns’,
w’sin’, ’sinh’, ’sqrt’, ’tan’, ’tanh’, ’trunc’]

Notons que le module définit les deux constantes 7 et e.

Le module matplotlib pour le tracé de données Le tracé de courbes scientifiques peut se faire a I’aide du mo-
dule matplotlib. Pour l'utiliser, il faut importer le module pylab. La référence complete de matplotlib est lisible a
I'adresse : http://matplotlib.sourceforge.net/matplotlib.pylab.html. Il est en particulier recommandé de re-
garder les “screenshots” (captures d’écrans), qui sont donnés avec le code utilisé pour les générer. Dans ces rappels on ne
verra que la représentation de fonction 1D.

A ATTENTION. Lorsque l'on utilise IDLE, aprés la commande show () nécessaire pour visualiser les graphes, Uinterpréteur
python se bloque (c'est un bug de l'éditeur). Pour pallier a ce probleme on peut utiliser IDLEX, téléchargeable a l'adresse
http: //idlex. sourceforge. net, qui améliore IDLE et qui ne pose pas de problemes avec matplotlb.

Pour tracer le graphe d’'une fonction f: [a,b] — R, Python a besoin d'une grille de points x; ou évaluer la fonction,
ensuite il relie entre eux les points (x;, f(x;)) par des segments. Plus les points sont nombreux, plus le graphe de la fonction
spline est proche du graphe de la fonction f. Pour générer les points x; on peut utiliser I'instruction 1inspace(a,b,n) qui
construit la liste de n + 1 éléments

a,a+

a a
,a+2——,...,b
n

oul'instruction arange (a,b,h) qui construit la liste de n = E (b;h“) + 1 éléments
[a,a+ h,a+2h,...,a+ nh]

Voici un exemple avec une sinusoide :

from matplotlib.pylab import *
x = linspace(-5,5,101)

y = sin(x)

plot(x,y)

show ()

ou encore

from matplotlib.pylab import *
x = arange(-5,5,0.1)

y = sin(x)

plot(x,y)

show ()

On obtient une courbe sur laquelle on peut zoomer, modifier les marge et sauvegarder dans différents formats (jpg, png,
eps...). On peut méme tracer plusieurs courbes sur la méme figure. Par exemple, si on veut comparer les graphes de la
fonction précédente en modifiant la grille de départ, on peut écrire

from matplotlib.pylab import *

a = linspace(-5,5,5)
fa = sin(a)

b = linspace(-5,5,10)
fb = sin(b)

¢ = linspace(-5,5,101)
fc = sin(c)
plot(a,fa,b,fb,c,fc)
show ()

Le résultat est affiché a la figure A.1a (la courbe bleu correspond a la grille la plus grossiére, la courbe rouge correspond a la
grille la plus fine).

Pour tracer plusieurs courbes, on peut les mettre les unes a la suite des autres en spécifiant la couleur et le type de trait,
changer les étiquettes des axes, donner un titre, ajouter une grille, une légende. ..
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Comparaison de sin(x) et cos(x)
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FIGURE A.1.: Exemples pylab
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- dash-dot line dotted line

points ,  pixels

o  circle symbols ~  triangle up symbols
v triangle down symbols <  triangle left symbols
> triangle right symbols s  square symbols

+  plus symbols x  cross symbols

D diamond symbols

b  blue g green

r red c cyan
m magenta y  yellow
k  black w  white

TABLE A.1.: Quelques options de pylab

from matplotlib.pylab import *
x = linspace(-5,5,101)

yl = sin(x)

y2 = cos(x)
plot(x,yl,"r-",x,y2,"g.")
legend([’sinus’,’cosinus’])
xlabel (’abscisses’)

ylabel (’ordonnees’)
title(’Comparaison de sin(x) et cos(x)’)
grid(True)

show ()

"r-"indique que la premiére courbe est a tracer en rouge avec un trait continu, et "g. " que la deuxieme est a tracer en vert
avec des points. Le résultat est affiché a la figure A.1b. Voir la documentation de pylab pour connaitre les autres options de
ce tracé.

On peut déplacer la 1égende en spécifiant 'une des valeurs suivantes : best, upper right, upper left, lower right,
lower left, center right, center left,lower center,upper center, center:

from matplotlib.pylab import *

x = arange(-pi,pi,0.05%pi)
plot(x,sin(x),’co’,x,cos(x),’mD’)
legend([’sinus’,’cosinus’],loc=’upper left’)
axis([-pi, pi, -1, 11)

show ()

Le résultat est affiché a la figure A.1c.
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¢ Représentations des erreurs : échelles logarithmique et semi-logarithmique
Quand on étudie les propriétés de convergence d'une méthode numérique, on trace souvent des graphes représentant

x 'erreur E en fonction de h, le pas de discrétisation (par exemple pour une formule de quadrature ou le calcul appro-
chée de la solution d'une EDO) ;

* Dl'erreur E en fonction de k, le pas d’itération (par exemple pour les méthodes de recherche des zéros d’'une fonction).

Pour ces graphes on a recours a des représentations en échelle logarithmique ou semi-logarithmique.

= Utiliser une échelle logarithmique signifie représenter In(h) sur I'axe des abscisses et In(E) sur 1'axe des ordonnées. Le
but de cette représentation est clair : si E = Ch? alors In(E) = In(C) + pIn(h). En échelle logarithmique, p représente
donc la pente de la ligne droite In(E). Ainsi, quand on veut comparer deux méthodes, celle présentant la pente la
plus forte est celle qui a I'ordre le plus élevé (la pente est p = 1 pour les méthodes d’ordre un, p = 2 pour les méthodes
d’ordre deux, et ainsi de suite). Il est trés simple d’obtenir avec Python des graphes en échelle logarithmique : il suffit de
taper loglog au lieu de plot. Par exemple, on a tracé sur la figure a gauche des droites représentant le comportement
de l'erreur de deux méthodes différentes. La ligne rouge correspond a une méthode d’ordre un, la ligne bleu a une
méthode d’ordre deux (comparer les deux triangles). Sur la figure a droite on a tracé les mémes données qu’a gauche
mais avec la commande plot, c’est-a-dire en échelle linéaire pour les axes x et y. Il est évident que la représentation
linéaire n’est pas la mieux adaptée a ces données puisque la courbe E(h) = h? se confond dans ce cas avec I'axe des
x quand x € [107%;1072], bien que I'ordonnée correspondante varie entre x € [107'2;1074], ¢’est-a-dire sur 8 ordres de
grandeur.

10° T T 0.10 :
— E(h)=h : — E(h)=h
w0t H — Eh)=n ; - — E(h)=K

In(E)

0.04

0.02 |

102

In(h)

* Plutdt que I'échelle log-log, nous utiliserons parfois une échelle semi-logarithmique, c’est-a-dire logarithmique sur

I'axe des y et linéaire sur I’axe des x. Cette représentation est par exemple préférable quand on trace 'erreur E d'une
méthode itérative en fonction des itérations k ou plus généralement quand les ordonnées s’étendent sur un intervalle
beaucoup plus grand que les abscisses. Si E(k) = C*" E(0) avec C €]0;1] alors In(E) = In(E(0)) + k" In(C), c’est-a-dire
une droite si n = 1, une parabole si n = 2 etc. La commande Python pour utiliser I’échelle semi-logarithmique est
semilogy.
Par exemple, on a tracé sur la figure a gauche des courbes représentant le comportement de I'erreur de trois méthodes
différentes. La ligne rouge correspond a une méthode d’ordre un, la parabole bleu a une méthode d’ordre deux et la
cubique verte a une méthode d’ordre trois. Sur la figure a droite on a tracé les mémes données qu’a gauche mais avec
la commande plot, c’est-a-dire en échelle linéaire pour les axes x et y. Il est évident que la représentation linéaire
n’est pas la mieux adaptée a ces données.
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A.4. Structure conditionnelle
Supposons vouloir définir la fonction valeur absolue :

X six=0,
[x] = .
—x sinon.

On a besoin d’'une instruction qui opeére une disjonction de cas. En Python il s’agit de I'instruction de choix introduite par
le mot-clé if. La syntaxe est la suivante :

if condition_1:
——instruction_1.1
——instruction_1.2

T e e

elif condition_2:
——instruction_2.1
——instruction_2.2

s

else:
——instruction_n.1
——instruction_n.2

—Vo0oo

oll condition_1, condition_2... représentent des ensembles d’'instructions dont la valeur est True ou False (on les
obtient en général en utilisant les opérateurs de comparaison). La premieére condition condition_i ayant la valeur True
entraine I'exécution des instructions instruction_i.1, instruction_i.2... Si toutes les conditions sont fausses, les
instructions instruction_n. 1, instruction_n.2... sont exécutées.

A ATTENTION. Bien noter le role essentiel de l'indentation qui permet de délimiter chaque bloc d’instructions et la présence
des deux points apres la condition du choix et apres le mot clé else.

Voici un exemple pour établir si un nombre est positif :

def sign_of(a):

——if a < 0.0:
————sign = ’negative’
——elif a > 0.0:
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————sign = ’positive’
——=ElEE3
————sign = ’zero’

——return sign

a=2.0
print ’a is ’ + sign_of(a)
a=-2.0
print ’a is ’ + sign_of(a)
a=0.0

print ’a is ’ + sign_of(a)
La fonction valeur absolue peut étre définie comme suit :

def val_abs(x):
—if x>0:
————return x
——else:

—— ——return -x

val_abs(5)
val_abs(-5)

A.5. Boucles

Les structure de répétition se classent en deux catégories :
répétition conditionnelle : le bloc d’instructions est a répéter autant de fois qu'une condition est vérifiée,

répétition inconditionnelle : le bloc d’'instructions est a répéter un nombre donné de fois.

Boucle while : répétition conditionnelle Le constructeur while ala forme générale suivante (attention a I'indentation

et aux deux points) :

while condition:
——instruction_1
——instruction_2

— .

ol conditionreprésente des ensembles d'instructions dont la valeur est True ou False. Tant que la condition condition_i

ala valeur True, on exécute les instructions instruction_i.

D ATTENTION. Sila condition ne devient jamais fausse, le bloc d'instructions est répété indéfiniment et le programme ne se

termine pas.
Voici un exemple pour créer la liste [1, %, %, N E
nMax = 5
n=1
a =[]
while n<nMax:
——a.append(1.0/n)
—n += 1
print a

Dans I’exemple suivant on calcul la somme des 7 premiers entiers :

def somme(n) :
—s ,i =0, 0
——while i<n:
———i += 1
—— = 4
——return s
somme (100)
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Boucle for : répétition inconditionnelle Lorsque I'on souhaite répéter un bloc d’instructions un nombre déterminé
de fois, on peut utiliser un compteur actif, c’est-a-dire une variable qui compte le nombre de répétitions et conditionne la
sortie de la boucle. C’est la structure introduite par le mot-clé for qui ala forme générale suivante (attention al'indentation
et aux deux points) :

for target in sequence:
——instruction_1
——instruction_2

— ...

ol target est le compteur actif et sequence est un itérateur (souvent généré par la fonction range ou une liste ou une
chaine de caracteres). Tant que target appartient a sequence, on exécute les instructions instruction_i.
Voici un exemple pour créer la liste [1, %, %, .. ] avec un itérateur généré par la fonction range :

nMax = 5

a =[]

for n in range(1,nMax):
——a.append(1.0/n)
print a

Interrompre une boucle Linstruction break sort de la plus petite boucle for ouwhile englobante. Linstruction continue
continue sur la prochaine itération de la boucle. Les instructions de boucle ont une clause else qui est exécutée lorsque la
boucle se termine par épuisement de la liste (avec for) ou quand la condition devient fausse (avec while), mais pas quand
laboucle est interrompue par une instruction break. Ceci est expliqué dans la boucle suivante, qui recherche des nombres
premiers :

for n in range(2,10):

——for x in range(2,n):

— ——if njx==0:

—— ————print n, ’egale’, x, ’*’, n/x
—————{oIREEIR

——elgas

————print n, ’est un nombre premier’

ce qui donne

est un nombre premier
est un nombre premier
egale 2 * 2
est un nombre premier
egale 2 * 3
est un nombre premier
egale 2 * 4
egale 3 * 3

© 00N U WwWN

List-comprehensions Les listes définies par compréhension permettent de générer des listes de maniére trés concise
sans avoir a utiliser des boucles. La syntaxe pour définir une liste par compréhension est trés proche de celle utilisée en
mathématiques pour définir un ensemble :

{ fx) | x € E}
L
[ £(x) for x in E ]

Voici quelques exemples :

liste = [2, 4, 6, 8, 10]

[3*x for x in liste]

[[x,x**3] for x in listel

[3*x for x in liste if x>5]

[3*x for x in liste if x**2<50]
liste2 = range(3)

[x*y for x in liste for y in liste2]

206 © G. FACCANONI



Jeudi 27 aoiit 2015

A. Python

guide de survie pour les TP

Conversion des dégrées CELSIUS en dégrées Kelvin :

Cdegrees = range(0,101,5);

Fdegrees = [(9./5)*C+32 for C in Cdegrees]

for i in range(len(Cdegrees)):

——print ’%5d %5.1f° ¥ (Cdegrees[i], Fdegrees[i])

ce qui donne

0 32.0

5 41.
10 50.
15 59.
20 68.
25 77.
30 86.
35 95.
40 104.
45 113.
50 122.
55 131.
60 140.
65 149.
70 158.
75 167.
80 176.
85 185.
90 194.
95 203.
100 212.

O O O O O oo

O O O O OO OO OO O OoOOo

On construit la liste des années bissextiles entre 'année 2000 et I’année 2099 :

>>> [b for b in range(2000,2100) if (b%4==0 and b%100!=0) or (b%400==0)]

[2000, 2004, 2008, 2012, 2016, 2020, 2024, 2028, 2032, 2036, 2040, 2044, 2048, 2052, 2056, 2060, 2064,

w2068, 2072, 2076, 2080, 2084, 2088, 2092, 2096]

On construit la liste des diviseurs d'un entier n € N :

>>> n = 100
>>> [d for d in range(1l,n+1) if (n’%d==0)]
[1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100]
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