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CRISE D’EBULLITION

Ebullition nucléée Ebullition en film

—1mm—i

source : http://www.spaceflight.esa.int/users/fluids/TT_boiling.htm
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SYSTEME DES EQUATIONS D’EULER

Construction
Propriétés

0o + div(pu) =0,
d(ou) +div(ou @u+P) =0

o5 ) (o5 ) 2)9) -

(x,t) — o densité molaire,
X,t) — ¢ énergie interne molaire,
(x,t) — u vitesse,

—
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SYSTEME DES EQUATIONS D’EULER

Construction
Propriétés

0o + div(pu) =0,
O (ou) + div(ou @u +P) =0

)50 o

(x,t) — o densité molaire,

@ (x,t)

@ (x,t) — e énergie interne molaire,
@ (x,t)

°

(x,t) — u vitesse,

loi de pression.
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INTERFACE LIQUIDE-VAPEUR

Interface :

discontinuité de ¢

4

I

Liquide,
p=1

Vapeur,
SO =

Op+u-grad ¢ =0

G. Faccanoni

[

o indicateur
de phase
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INTERFACE LIQUIDE-VAPEUR

‘4
Interface : p=1
discontinuité de ¢ -
=0
} X
Liquide, Vapeur, v indicateur
p=1 = de phase
2
=1

?22?
0O<p<l1
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INTERFACE LIQUIDE-VAPEUR

I

Liquide,
p=1

Vapeur,
SO =

\

4
Interface : =1
discontinuité de ¢ —
=0
- X
Volumetric —
. v indicateur
transition
de phase
layer
P
=1
/V =0
Fluide fictif,
0O<p<l1
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INTERFACE DIFFUSE

[] «Construire» ce fluide dans la zone de coexistence
@ Second Gradient [C. Fouillet, D. Jamet, ... ]
@ Phase Field [P. Ruyer, L. Truskinovsky, ... ]
@ Chapman-Jouguet [O. Le Métayer, V. Perrier, R. Saurel, ... ]
o ...
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INTERFACE DIFFUSE

[] «Construire» ce fluide dans la zone de coexistence
@ Second Gradient [C. Fouillet, D. Jamet, ... ]
@ Phase Field [P. Ruyer, L. Truskinovsky, ... ]
@ Chapman-Jouguet [O. Le Métayer, V. Perrier, R. Saurel, ... ]
° ...

H Obijectifs de notre construction :
@ (p,e,u,P) continues (3 zones)
@ Position de l'interface implicite (~ )
@ Prise en compte automatique du changement de phase
@ Cohérence avec la thermodynamique classique [H. Callen]
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LOI D’ETAT POUR CHAQUE PHASE av = 1,2

Construction
Propriétés

To VOlume molaire

déf
. . . Wa :(Tav 504);
Eq €nergie interne molaire
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Construction
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To VOlume molaire

déf
. - . Wa :(Tav 504);
Eq €nergie interne molaire

W, — S, entropie molaire (d’hessienne déf. strict. nég.); ‘

G. Faccanoni DNS DU CHANGEMENT DE PHASE LIQUIDE-VAPEUR 8/28



Modéle
Meéthode numérique
Conclusion

Construction
Propriétés

LOI D’ETAT POUR CHAQUE PHASE av = 1,2

To VOlume molaire

déf
. - . Wa :(Tav 504);
Eq €nergie interne molaire

W, — S, entropie molaire (d’hessienne déf. strict. nég.); ‘

=i
« [ OSq ,
T, E (8 >0 température,
Ea Te
e 05(1 .
Po=Ty -2 >0 pression,
0T, -
Ja Cea+Pata — TaSa enthalpie libre (potentiel de Gibbs).
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LOI D’ETAT SANS CHANGEMENT DE PHASE

Construction
Propriétés

déf )
° W= Zyawa 1
a

@ y, fraction de masse, >y, =1;
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LOI D’ETAT SANS CHANGEMENT DE PHASE

Construction
Propriétés

déf i
o w= Zyawa L]
a

@ y, fraction de masse, >y, =1;

e}

Entropie sans changement de phase

0=y YaSa(Wa)
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LOI D’ETAT SANS CHANGEMENT DE PHASE

déf i
o w= Zyawa L]
a

@ y, fraction de masse, >y, =1;

@ z, fraction de volume, >z, =lety,7, = z,7;
o

@ 1, fraction d’énergie, > 1, =1 ety,co = Vye.

Entropie sans changement de phase

déf ZO& wa )
o= 2Sa(Wy) = oSa | —7,—=¢
YaSa(Wa) Ea y (y

(03 [0}
(03
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LOI D’ETAT AVEC CHANGEMENT DE PHASE

Construction
Propriétés

Entropie sans Ch.Ph.

Entropie a Uéquilibre
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LOI D’ETAT AVEC CHANGEMENT DE PHASE

Entropie sans Ch.Ph.

Entropie a Uéquilibre
(Wq, W) — o

Définition [H. Callen, Ph. Helluy ... ]

Probléme d’optimisation :

Seq & man(ysl(Wl) + (1 —y)sa2(wy))

Contraintes : 0 w = yw; + (1 —y)w;
Oy €[0,1]
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LOI D’ETAT AVEC CHANGEMENT DE PHASE

Entropie sans Ch.Ph. ) Entropie a Uéquilibre
(Wq, W) — o W — s

Définition [H. Callen, Ph. Helluy ... ]

Probléme d’optimisation :

Seq & man(ysl(Wl) + (1 —y)sa2(wy))

Contraintes : 0 w = yw; + (1 —y)w;
Oy €[0,1]

Condition d’'optimalité : T, = To, P1 = P2, 91 = g>.
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LOI D’ETAT AVEC CHANGEMENT DE PHASE

Entropie sans Ch.Ph. ) Entropie a Uéquilibre
(Wq, W) — o W — s

Définition [H. Callen, Ph. Helluy ... ]

Probléme d’optimisation :

Seq & man(ysl(Wl) + (1 —y)sa2(wy))

Contraintes : 0 w = yw; + (1 —y)w;
Oy €[0,1]

w* £ solution du probléme d’optimisation.
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CONSTRUCTION DE W — SFQ

Construction
Propriétés

e m;?x > YaSa(Wa)

Contrainte ;
<l> = DaYa (l)
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CONSTRUCTION DE W — SFQ

Construction
Propriétés

M= max 32, YaSa(Wa)

/%

Contrainte ;
(1> = YaYa (l)
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S

svap

E‘

G. Faccanoni
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CONSTRUCTION DE W — SFQ

Construction
Propriétés

S*IZMax 3, YaSa(Wa)

Bitangent

s%(w) =
enveloppe concave de
max { s;(w), sz(w) }

Contrainte ; .

(©) =% (2

To
Ea
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CONSTRUCTION DE W — SFQ

S*IZMax 3, YaSa(Wa)

Bitangent

Inf-convolution
[Ph. Helluy, N. Seguin]

s%(w) =
enveloppe concave de
max { s;(w), sz(w) }

Contrainte : -
(2) = Zuva () S L [(-Sy)" + (-S)T"

Ea
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CINEMATIQUE DU CHANGEMENT DE PHASE

Construction
Propriétés

Equations d’évolution
dro + div(eu) =0,
O (ou) +div(ou @ u + P¢1) =0

O (o ﬁ—ke +div | o ﬁ—}—s u-+P9u | =0
(o(5#)) rar (o (5 e)erom)

avec oo St

Sey
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CINEMATIQUE DU CHANGEMENT DE PHASE

Construction
Propriétés

Equations d’évolution
dro + div(eu) =0,
Ot(pu) + div(ou @ u + P¢1) =0

o | o ﬁ—ka +div ( o ﬁ-‘r& u+P%u | =0
(o5 #e)) (e we) utrm)

[0 Hyperbolicité
[0 Probléme de Riemann
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[0 HYPERBOLICITE : SPECTRE DE LA JACOBIENNE

u —T 0
v opea opea ¢ 0
g lul]+||7 u T olul =10
or |, Os |, 0
° 0 rPed u °

Construction
Propriétés
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[0 HYPERBOLICITE : SPECTRE DE LA JACOBIENNE

- u -7 0
0P opP*©d
o |u T u 1s)
AL ar |, e g
0 TP u
@ Valeurs propres : A1 =U-—C¢C, A = U, A3=uU+¢C
@ \ecteurs propres (a droite) associés :
7 P /e —T
r = c ) o — 0 ) 3 = c )
TP —0P% /oy TP

ou c est la vitesse du son dont le carré s’écrit

Oe orT

)
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Hyperbolicité du systéeme d’Euler

@ sic > 0alors \j € Ret )\ # )\ pouri # j donc le systeme est
strictement hyperbolique
(ex. systeme d’Euler avec P dans une phase pure),

@ sic = 0 alors \j € R mais la jacobienne n’est pas diagonalisable
et donc le systeme est faiblement hyperbolique
(ex. p-systeme avec changement de phase),

@ sic < Oalors \; 3 € C\ R donc le systéme est non hyperbolique
(ex. systeme d’Euler avec P de Van der Waals).

Construction
Propriétés
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@ sic > 0alors \j € Ret )\ # )\ pouri # j donc le systeme est
strictement hyperbolique
(ex. systeme d’Euler avec P dans une phase pure),

@ sic = 0 alors \j € R mais la jacobienne n’est pas diagonalisable
et donc le systeme est faiblement hyperbolique
(ex. p-systeme avec changement de phase),

@ sic < Oalors \; 3 € C\ R donc le systéme est non hyperbolique
(ex. systeme d’Euler avec P de Van der Waals).

Construction
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?
Avec le changement de phase ¢ > 0

G. Faccanoni DNS DU CHANGEMENT DE PHASE LIQUIDE-VAPEUR 14/28



Modéle
Meéthode numérique
Conclusion

Hyperbolicité du systéeme d’Euler

@ sic > 0alors \j € Ret )\ # )\ pouri # j donc le systeme est
strictement hyperbolique
(ex. systeme d’Euler avec P dans une phase pure),

@ sic = 0 alors \j € R mais la jacobienne n’est pas diagonalisable
et donc le systeme est faiblement hyperbolique
(ex. p-systeme avec changement de phase),

@ sic < Oalors \; 3 € C\ R donc le systéme est non hyperbolique
(ex. systeme d’Euler avec P de Van der Waals).

Construction
Propriétés

?
Avec le changement de phase ¢ > 0

Remarque

2 2 Sce S| [P
2=l e, 1) 58 3] [7

TE TT
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[0 PROBLEME DE RIEMANN

Construction
Propriétés

Non unicité des solutions entropiques [R. Menikoff, B.J. Plohr]

4

Critere(s) de sélection ?
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ENVELOPPE CONCAVE

Construction
Propriétés

W — S, W — s
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ENVELOPPE CONCAVE

Construction
Propriétés

W — S, W — s

Hessienne de w — s

vw état phasique : v d®s®d(w)v <0 W # 0,
vw état de coexistence : Iv(w) # 0 tq (v(w))T d*sed(w)v(w) = 0.
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ENVELOPPE CONCAVE

W — S, W — s

Hessienne de w — s

vw état phasique : v d®s®d(w)v <0 W # 0,
vw état de coexistence : Iv(w) # 0 tq (v(w))T d*sed(w)v(w) = 0.

O Hyperbolicité : | Vw état de coexistence, v(w) < [Pe9(w), —1]
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UNICITE DU SEGMENT V(W)

Théoréeme (G. Allaire, G. Faccanoni and S. Kokh)

Soit w =(7, £) un «état saturé». Si 7 # 75 et i # ¢} alors

Construction
Propriétés

@ UNICITE : il existe un et un seul v(w) £ t15(w) # O tel que
(v(w))T d?sed(w)v(w) = 0.
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UNICITE DU SEGMENT V(W)

Théoréeme (G. Allaire, G. Faccanoni and S. Kokh)

Soit w =(7, £) un «état saturé». Si 7 # 75 et i # ¢} alors

Construction
Propriétés

@ UNICITE : il existe un et un seul v(w) £ t15(w) # O tel que
(v(w))T d?sed(w)v(w) = 0.

%\ 2
e eq __ eq )2 eq __ [ E1—¢% eq -
e 37(71' Sag — (57_%) ' 37—1 — ( - *) sag 1

=

Q 589,58 <0, s9#£0; P#A-1=2, TA£1

, —
T T =Ty S =S,

avec (72, %) extrémités du segment t12(W) > w.
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UNICITE DU SEGMENT V(W)

Théoréeme (G. Allaire, G. Faccanoni and S. Kokh)

Soit w =(7, £) un «état saturé». Si 7 # 75 et i # ¢} alors

@ UNICITE : il existe un et un seul v(w) = t15(w)) # O tel que
(v(w))T d?sed(w)v(w) = 0.

%\ 2
e eq __ eq )2 eq _ [ &1—¢€ eq -
e 37(7]' Sag — (57_%) ' 37—1 — ( }‘ 2*) sag’

=

Q s89,s% <0, s9#£0; P#A-1=2, T

) * __
T T =Ty S =S,

avec (72, %) extrémités du segment t12(W) > w.

Pour les Gaz Parfaits il faut que c,, # c,, ————
(# [R. Menikoff, B.J. Plohr], [S. Jaouen], [Ph. Helluy, N. Seguin], ...)
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CINEMATIQUE DU CHANGEMENT DE PHASE

Construction
Propriétés

Corollaire

Soit w (7, ) un «état saturé». Si 77 # 75 et e} # 5 alors
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CINEMATIQUE DU CHANGEMENT DE PHASE

Soit w (7, ) un «état saturé». Si 77 # 75 et e} # 5 alors
O c(w) > 0,

| A\

Réponses

O le systeme d’'Euler est strictement hyperbolique (# p-systeme),

N
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CINEMATIQUE DU CHANGEMENT DE PHASE

Soit w (7, ) un «état saturé». Si 77 # 75 et e} # 5 alors
O c(w) >0, Oséd(w)>0

0
| A\

Réponses

O le systeme d’'Euler est strictement hyperbolique (# p-systeme),
O il existe une unique solution de Liu.

N
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CINEMATIQUE DU CHANGEMENT DE PHASE

Corollaire

Soit w (7, ) un «état saturé». Si 77 # 75 et e} # 5 alors
O c(w) >0, Oséd(w)>0

| A\

Réponses

O le systeme d’'Euler est strictement hyperbolique (# p-systeme),
O il existe une unique solution de Liu.

N

Solution physique £ 'unique solution de Liu
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@ Mise en ceuvre
@ Exemple(s)

G. Faccanoni

Approche par relaxation
Mise en ceuvre
Exemple(s)
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Approche par relaxation
Mise en ceuvre
Exemple(s)

APPROXIMATION DE LA SOLUTION DE LIU

@ Solveur de Riemann exact [A. VoI3]

@ Solveur qui capture l'unique solution qui admette un profil
visqueux [S. Jaouen]

@ Solveur(s) basé(s) sur une approche par relaxation [F. Coquel, B.
Perthame], [Th. Barberon, Ph. Helluy], [Ph. Helluy, N. Seguin], ...



Modéle Approche par relaxation
Meéthode numérique Mise en ceuvre
Conclusion Exemple(s)

APPROXIMATION DE LA SOLUTION DE LIU

@ Solveur de Riemann exact [A. VoR3]
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APPROXIMATION DE LA SOLUTION DE LIU

@ Solveur de Riemann exact [A. Vol3]

@ Solveur qui capture I'unique solution qui admette un profil
visqueux [S. Jaouen]
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APPROCHE PAR RELAXATION

AU + divF(U) = 0



Approche par relaxation
Mise en ceuvre
Exemple(s)

APPROCHE PAR RELAXATION

AV + divG(V) = %R(V) % U + divF(U) =0
e

& paramétre de relaxation

=



1

I

Modele
Méthode numérique
Conclusion

Approche par relaxation

Mise en ceuvre
Exemple(s)

APPROCHE PAR RELAXATION

AV + divG(V) = %R(V)
"

& paramétre de relaxation

G. Faccanoni

Formellement

10

aU +divF(U) =0

Systéme a saturation

0o+ div(eu) =0
O (ou) +div(ou @ u +P®9) =0
(o) + div((ce + P)u) =0
2 ar |uf?
9’ 2

S
Peq(gs):s% e=—-+¢
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Approche par relaxation

Mise en ceuvre
Exemple(s)

APPROCHE PAR RELAXATION

AV + divG(V) = %R(V)
"

2 fluides, 1 vitesse

0o+ div(eu) =0
& (ou) +div(ou®@u +P) =0
O (0€) + div((ce + P)u) =0

P(o.e,z2,y,¢) = ird
@

1 N }
= & paramétre de relaxation
i

G. Faccanoni

Formellement

10

aU +divF(U) =0

Systéme a saturation

0o+ div(eu) =0

O (ou) +div(ou @ u +P®9) =0

(o) + div((ce + P)u) =0
s wuf?

Peq(ge):@, e—7+5
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Approche par relaxation

APPROCHE PAR RELAXATION

AV + divG(V) = %R(V)
"

2 fluides, 1 vitesse

0o+ div(eu) =0
& (ou) +div(ou®@u +P) =0
O (0€) + div((ce + P)u) =0

Az +u-grad z =

oy +u-grady =

Dans l'interface

oY +u-grad ¢ =

P(o.e,2,y,¢) = ird
@

& paramétre de relaxation

G. Faccanoni

aU +divF(U) =0

Systéme a saturation

Oro+ div(eu) =0

O (ou) +div(ou @ u +P*®9) =0

(o) + div((ce + Pu) =0
s wuf?

e, o) = > el IS
P (QA_)—sgq«, e=- +e
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APPROCHE

AV + divG(V) = %R(V)
"

2 fluides, 1 vitesse

0o+ div(eu) =0
& (ou) +div(ou®@u +P) =0
O (0€) + div((ce + P)u) =0

Z)‘z+u-gradz:l(&—&)

8 pu\T2 T
g 8zy+u~grady:%(%f%)%
1%]

§ Op+u - grad w:%(%,é)g
P(Q,E«,z,y,w):%

Approche par relaxation

Mise en ceuvre
Exemple(s)

Formellement

10

Formellement

10

£ parametre de relaxation : temps de retour a I'équilibre.

G. Faccanoni

PAR RELAXATION

U + divF(U) =0

Systéme a saturation

0o+ div(eu) =0

O (ou) +div(ou @ u +P®9) =0

(o) + div((ee + P)u) =0
s wuf?

e, o) = > il EIPS
P (QA-)—sgq«, e=- +e
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Approche par relaxation
Mise en ceuvre
Exemple(s)

SCHEMA A PAS FRACTIONNAIRES

&V + divG(V) = %R(V)

vn V:w+1
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Approche par relaxation
Mise en ceuvre
Exemple(s)

SCHEMA A PAS FRACTIONNAIRES

&V + divG(V) = %R(V)

n n+1
Vi : V!
0 p=+oc =0
BV+div G(V)=0 R(V)=0
Ot o+div(pu)=0 Projection sur la variété d équilibre

thermique, mécanique, chimique

& (ou)-+div(eu®u+P) définie par la surface wi—s®9(w)

0
O (ee)+div((ee+P)u)=0
drz+u grad z=0
oty+u grad y=0
Orp+u grad =0

O +u-grad ¢p =0 ~» Ty = T, [G. Allaire, S. Clerc et S. Kokh], [S. Kokh et F
Lagoutiere], ...

Pour les gaz parfaits résolution d’'une équation non linéaire, sinon QHull
(http://iwww.ghull.org ) ou Inf-convolution [L. Corrias, Y. Lucet, ... ]
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&V + divG(V) = %R(V)

n n+1
Vi V!
0 p=+o0 0 u=0
BV+div G(V)=0 R(V)=0
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& (ou)-+div(eu®u+P) définie par la surface wi—s®9(w)

0
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Modéle Approche par relaxation
Meéthode numérique Mise en ceuvre
Conclusion Exemple(s)

SCHEMA A PAS FRACTIONNAIRES

BV + divG(V) — %R(V)

0 p=+oc0 O pu=0
. I
O V+divG(V)=0 R(V)=0

n+1
Vi
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Modéle Approche par relaxation
Méthode numérique Mise en ceuvre
Conclusion Exemple(s)

SCHEMA A PAS FRACTIONNAIRES

BV + divG(V) — %R(V)

vy v
: 0 p=+oc0 0 p=0 I
. 4
atv+duiL G(V)=0 R(V)=0

O o+div(pu)=0

Ot (ou)+div(pu®u+P)=0
O (ee)+div((ee+P)u)=0
Orz+u grad z=0

ory+u grad y=0

Orp+u grad =0

0 o +u-grad p =0 ~» T, = T, [G. Allaire, S. Clerc et S. Kokh], [S. Kokh et F.
Lagoutiere], ...
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Modéle Approche par relaxation
Meéthode numérique Mise en ceuvre
Conclusion Exemple(s)

SCHEMA A PAS FRACTIONNAIRES

OV + divG(V) = ZR(V)
1

n n+1
Vi Vi
0 p=+o0 0 p=0
. 4
O V+div G(V):O R(V):O
v v
O o+div(eu)=0 Projection sur la variété d’équilibre

thermique, mécanique, chimique

A (eu)+div(eu®u+P)=0 définie par la surface wi—s®(w)

O (o€)~+div((oe+P)u)=0

Orz+u grad z=0

oy+u grad y=0

Orp+u grad =0 —

0 o +u-grad ¢ =0~» T, = T, [G. Allaire, S. Clerc et S. Kokh], [S. Kokh et F.
Lagoutiere], . ..

[J Pour les gaz parfaits résolution d’'une équation non linéaire, sinon QHull
(http://iwww.ghull.org ) ou Inf-convolution [L. Corrias, Y. Lucet, ... ]
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Modéle Approche par relaxation

Meéthode numérique Mise en ceuvre
Conclusion Exemple(s)
CAS TEST

Lois d'état: w — s, =cy, In (e77=1)
LIQUIDE VAPEUR
¢y [J-kg!-K7'] 1040.14 1816.2

Données du probleme de Riemann
T|_o =300K partout

v (=) 1.43 235 (P,71)|,_o (T) & saturation
9 [PKmisl]  610* 23103 u=0mis partout
Géometrie
Phénomeénes mesh : 80 x 80; tina = 1S
@ Dynamique 1m
@ Diffusion de la chaleur
o Capillarité /:\,/:\,/“\,/\,

o Gravité im
@ Changement de phase

T=1000 K
T=300 K
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Modéle Approche par relaxation

Meéthode numérique Mise en ceuvre
Conclusion Exemple(s)
CAS TEST

Lois d’état: w — s, ¢y In (e77=1)
LIQUIDE VAPEUR

¢y [J-kg'-K' 1040.14 1816.2

v (E%/) 1.43 2.35

Données du probléeme de Riemann
T|,_o=300K partout
(P, 71)|_o(T) & saturation

9 [PKmisl  610*  2310° u=0mis partout
Géometrie
Phénoménes mesh : 80 x 80 tiina = 15

im

@ Dynamique

@ Diffusion de la chaleur
@ Capillarité

o Gravité

@ Changement de phase

1m

T =1000 K
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@ EOS globale a I'équilibre (maximisation d’une entropie)
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Conclusion

@ EOS globale a I'équilibre (maximisation d’une entropie)
@ Systeme d’Euler strictement hyperbolique

@ Unicité des solutions de Liu

@ Approche par relaxation

@ Schéma a pas fractionaires avec

o effets thermiques ~ 2D implicite
o capillarité ~» CSF [J.U. Brackbill, D.B. Kothe, C. Zemach]
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