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Introduction

[s CaroF. (2004).
Modélisation et simulation numérique des transitions de phase
liquide-vapeur.
Ph.D. thesis, Ecole Polytechnique.
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Introduction

[s CaroF. (2004).
Modélisation et simulation numérique des transitions de phase
liquide-vapeur.
Ph.D. thesis, Ecole Polytechnique.
@ modele isotherme
@ modele anisotherme avec changement de phase

Thése en cours

m ameélioration de I'algorithme global,

- résolution “exacte” de I'étape de relaxation (changement de phase),
m étude complete du cas Gaz Parfaits - Gaz Parfaits.
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e Modélisation du changement de phase
@ Modélisation statique
@ Modélisation dynamique
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Modéle a interface “épaisse”

p 1

interface
liquide
pur

vapeur pure

Fie.: P, = P,(1) a entropie ou température constante
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Modéle a interface “épaisse”

Fia.: Paramétre d’ordre abstrait z € [0, 1] qui donne la position de I'interface

P(1) 2 profil de z

-= SO0ae,, liquide

’ ~ -
S~o. vapeur
\ s
i vapeur =
,
N
liquide S

T 0 X

Equation d’état de type VVan Der Waals

zoom de Iinterface

\
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Modéle a interface “épaisse”

Fia.: Paramétre d’ordre abstrait z € [0, 1] qui donne la position de I'interface

P(1) 2 profil de z

liquide

e

. ~ 2 ~CSons
/- zone Y e vapeur
! spinodale ! Vapeur
~ /I
liquide S

T 0 X

Equation d’état de type VVan Der Waals

zoom de Iinterface

\

Interface I'(t) := { (x,t) telsque 0 < z(x,t) < 1}
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Modeéle a interface épaisse

Notations et relations

Notations et relations constitutives pour le systéme diphasique :
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Modeéle a interface épaisse

Notations et relations

Notations et relations constitutives pour le systéme diphasique :

densité du mélange : p =3 z,04
@

_ ZaPa
. : Yo = ——

volume du mélange : 7 =73 YoTa avec P
2 ToYo = ZaT
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Modeéle a interface épaisse

Notations et relations

Notations et relations constitutives pour le systéme diphasique :

densité du mélange : p =3 z,04
@

_ ZaPa
. : Yo = ——

volume du mélange : 7 =73 YoTa avec P
2 ToYo = ZaT

énergie interne du mélange : € = ), ¥, &, avec &,Y, = Yo
(03
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Modeéle a interface épaisse

Notations et relations

Notations et relations constitutives pour le systéme diphasique :

densité du mélange : p =3 z,04
@

_ ZaPa
. : Yo = ——

volume du mélange : 7 =73 YoTa avec P
2 ToYo = ZaT

énergie interne du mélange : € = ), ¥, &, avec &,Y, = Yo
(03

entropie spécifique delaphasea: s,

enthalpie libre spécifique de laphasea: g, =ikt
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Modélisation statique

Optimisation

Sans changement de phase
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Modélisation statique

Optimisation

Sans changement de phase

S = Zyasa(Ta’ Ea)
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Modélisation statique

Optimisation

Avec changement de phase

S = Zga(ya, Z,T, lﬁaé‘)
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Modélisation statique

Optimisation

Avec changement de phase

§ := max {%Ea(ya’zaTv %8)}

| s (1, &) du mélange avec changement de phase |
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Modélisation statique

Optimisation

Avec changement de phase

S = max { Zga(ya’ ZyT, lﬁaé‘)} = ’5\1 DEZ
y.zy

| s (1, &) du mélange avec changement de phase |
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Modélisation statique

Optimisation

Avec changement de phase

¥,z

S := max {ZEa(ya,zaT, %8)}

s10s, =

—((=81)" + (=82)")"

| s (1, &) du mélange avec changement de phase |
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Optimisation convexe

Théoreme

Ti=T;
Relaxation : Pi(p1, T1) = Pa(p2, T2)

g1(01, T1) = go(p2, T2)
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Optimisation convexe

Théoreme

Pi(p1, T1) = Pa(p2, T2)

Ty =T,
Relaxation :
g1(01, T1) = go(p2, T2)

T
S
L
yrg[gf] sy, 71, €1, T2, €2)
Pb. d’optimisation : contraintes: 1. e=yei+(1 —-y)e
2. 7=yri+(1 -y

&, T fixés
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Démonstration

Trace de la démonstration.
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Démonstration

Trace de la démonstration.

z
S = ysi(t1,&1) + (1 — y)Sa(72,82)  avec y := %
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Démonstration

Trace de la démonstration.

z
S = ysi(t1,&1) + (1 — y)Sa(72,82)  avec y := %

@ Loptimisation par rapport a e, équivauta Ty = To.
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Démonstration

Trace de la démonstration.

z
S = ysi(t1,&1) + (1 — y)Sa(72,82)  avec y := %

@ Loptimisation par rapport a e, équivauta Ty = To.

e L P P
@ Loptimisation par rapport a 7, équivaut a T = T
1 2
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Démonstration

Trace de la démonstration.

z
S = ysi(t1,&1) + (1 — y)Sa(72,82)  avec y := %

@ Loptimisation par rapport a e, équivauta Ty = To.

o L, . Pi P
@ Loptimisation par rapport a 7, équivaut a — = —.
T, T
e ., 91 O
@ Loptimisation par rapport a y équivaut a P
1 2
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Interpretation géométrique du probléme d’optimisation

Théoreme

Notons S, la surface (t, &) — s,(t, &) dans I'espace (t, €, S).
Le systéeme équivaut a trouver un point (7, €,) sur chaque surface tel que les
deux hyperplans tangents en ces points coincident.
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Démonstration

Trace de la démonstration.

Samuel Kokh - Gloria Faccanoni ( CEA Saclay ) Modélisation du changement de phase dans des écoulem



Trace de la démonstration.

Su(1,8) = Tlaa + ';.—ZT + SalotaFote

@
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Démonstration

Trace de la démonstration.

Su(1,8) = Tlaa + ';.—ZT + SalotaFote

@
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Démonstration

Trace de la démonstration.

Su(r,8) = o+ fer + 2hehn

_ P, =P,
sills: e {T1 - T,

Samuel Kokh - Gloria Faccanoni ( CEA Saclay ) Modélisation du changement de phase dans des écoulem 12/33



Démonstration

Trace de la démonstration.

Su(r,8) = o+ fer + 2hehn

_ Py =P
silsz & { T “ i;' \\
T, =Tp ‘i\ fé[’"“‘\\\\

S1=S © g1=0
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Démonstration

Trace de la démonstration.

Su(r,8) = o+ fer + 2hehn

_ P, =P,
sills: e {T1 - T,
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Interpretation

S(p, €) est I'enveloppe concave de la fonction

(r,e) — max{si(r,e), Sx(1,8)}
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Interpretation

s(p, ) est I'enveloppe concave de la fonction

(r,e) — max{si(r,e), Sx(t,8)}
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Interpretation

s(p, ) est I'enveloppe concave de la fonction

(r,e) — max{si(r,&), Ss(1,8)}
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Interpretation

s(p, ) est I'enveloppe concave de la fonction

(r,e) —> max{si(r,&), So(1,8)}
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Interpretation

s(p, ) est I'enveloppe concave de la fonction

(r,e) —> max{si(r,&), So(1,8)}

/ﬁﬁi‘\" 0.“‘\\\?'

frl
f Ao
A
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Conclusion

sip] < p5 si p] > p;

1 sip <pj, 0 sip < p5,
. P=Py ., . pP—py . .
z' = —= Sip; <p<p; — sip;<p<pj,

Pr=P2 P1=P2

0 si p, < p. 1 sip; <p.

4 z

1 Tl = = = memcemg

o P“* p:* TP 0 ¢ pl\* T
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Equations :
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Equations :
01(zp1) + div(zp1u) = S,
(1 =2)p2)  + div((1 - 2)p2u) = =S,
0:(pu) + div(pu® u + Pld) = 0,
0t (p (e +WP2)) + div((p(e+1f2)+P)u) = 0,
01z + u-gradz = S
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Equations :
01(zp1) + div(zp1u) = S,
0/((1 = 2)p2) +  div((1 = 2)p2u) = =S,
0¢(pu) + div(pu® u + PId) = 0,
0 (o(e+Wf2)) + div((p(e+f2)+P)u) = 0,
01z + u-gradz = S

fermeture isobare (gaz par-

fermeture isotherme

faits)
2 = %‘Z“P“’ P = Pi=P;,
Sy = Ag2-gv), _ .
8. = x(Py~Py). o T

%))
N
Il

k(p151T1 — p252T2).
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Equations :
0t(zp1) +  div(zpqu) =S,
01 = 2)p2) +  div((1 = 2)p2u) = =8,
0¢(pu) + div(pu® u + PId) = 0,
At (p(e+1Ff2)) + div((p(e+WP/2)+P)u) = 0,
0z + u-gradz = S,
fermeture isotherme 01(ps) + div(pus) =
T, = T (S2(Py = P2) + Sy (g2 — g1)
P = Szh, = = >0
Sy = Ag2-gv), Sy =492 - 91).
S; = «(Py—Py), Sz = (P - P2).
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Plan

@ MTTéquilibre
@ Approximation
@ Tests numériques
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Modeéle MTT-équilibre

0t(zp1) + div(zpqu) = Ag2-9g1)
01((1 = 2)p2) + div((1 = 2)p2u) = —Ag2-91)
0t(pu) + divipu®u+ P) = 0

0t (o (e +f2)) + div((o(e+F2) + P)u) = 0

0tz + u-gradz =  k(P,-Py)
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Modeéle MTT-équilibre

0t(zp1) + div(zpqu) = Ag2-9g1)
01((1 = 2)p2) + div((1 = 2)p2u) = —Ag2-91)
0t(pu) + divipu®u+ P) = 0
0t (o (e +f2)) + div((o(e+F2) + P)u) = 0
0tz + u-gradz =  k(P,-Py)
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Modeéle MTT-équilibre

0t(zp1) + div(zpqu) = Ag2-9g1)
01((1 = 2)p2) + div((1 = 2)p2u) = —Ag2-91)
0t(pu) + diviou®u+ P) = 0
0t (o (e +f2)) + div((o(e+F2) + P)u) = 0
0tz + u-gradz =  k(P,-Py)

trouver p’, > 0 et z* €]0, 1[

=T, (fermeture isotherme)
Pi(p1, T1) = Po(p2, T2) (k — +c0) (€9. mécanique)
g1(p1, T1) = go(p2, T2) (1 — +00)  (éq. thermodynamique)
pe = Z'pier + (1-2Z"pse

sous la contrainte gy S
zZ'p} + (1-2z )p2
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Schéma de décomposition

(1] ETAPE CONVECTIVE :
on résout numériquement le systeme homogéne

Schéma quasi-conservatif

V"
a 5 équations
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Schéma de décomposition

(1] ETAPE CONVECTIVE :
on résout numériquement le systeme homogéne

Schéma quasi-conservatif  —~
Vn

a 5 équations
(2] ETAPE DE RELAXATION :

on projette cette solution V,f’ sur la variété MTT-équilibre
i.e. on résout le probléme de maximisation.
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® : projection

@ Premierement on utilise le fait que

o =70,
0p 0 pour définir :1+1 L,
6t(pu) =0 —_— (pu),- = (pu)i )
dipe) = 0

(pe)™" = (pe);
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@ Premierement on utilise le fait que

o =70,
0p 0 pour définir ln+1 L,
6t(pu) =0 —_— (pu),- = (pu)i )
dipe) = 0

1 ——n
(pe)™" = (pe);.
@ on calcule les densités partielles p;,(p, €) en optimisant I'entropie du mélange
qui est équivalent a résoudre

{ 0t(zp1) (g2 —91)

(P1 = P2)

9z pour t — 400
t
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@ Premierement on utilise le fait que

o =70,
0p 0 pour définir ln+1 L,
6t(pu) =0 —_— (pu),- = (pu)i )
af(pe) = O (pe)n+1 = (;g)n
I [

@ on calcule les densités partielles p;,(p, €) en optimisant I'entropie du mélange
qui est équivalent a résoudre

{ 0t(zp1) (g2 —91)
0z = (P1-Py)

pour t — 400

o n A n+1 .
@ on utilise les (p},)! pour actualiser z"*" :
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@ : étape de projection

i N+ =\N
1 n+1 *)n ! Pi = (P1),' '
P — (pg f . 1
2L sl ()] <! < (b))

D] = )]
0 si (p3) < P

EDf <) =

0 sipf*! < (op)7.

n+1, x\n
P (03);i - X
: = Si(Ep] <p < (@),

OO > (e = zM! A
17i 27§ i (p1)ln _ (pz)ln
1 si () < pi*t.
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Etape de projection

@ Premiérement on utilise le fait que

P =7,
op =0 pour définir L
6t(pu) = O —_— (pu)’. = (pu)i ,
dpe) = 0

e = (pe);-

@ on calcule les densités partielles p} (o, £) en optimisant I’entropie du
mélange.

o n i n+1
@ on utilise les (o) pour actualiser z""".
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Etape de projection

@ Premierement on utilise le fait que

=B,
9ip 0 pour définir L .
(9t(pu) = O I (pu)’ = (/)U)I .
oipoe) = 0

(pe)™" = (pe);

@ on calcule les densités partielles p’ (o, £) en optimisant I'entropie du mélange.
@ on utilise les (p},)! pour actualiser z,.””.

Si on trouve 'unique couple (o7, p3) solution du probléme d’optimisation, on aura
déterminé entierement la variété MTT-equilibre. J
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Gaz Parfaits
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Gaz Parfaits

Su = Cy, l0g(£q (7o) ") + 80

E,
P,=(y,—-1)= aveC &, =0¢, T,
T,

a
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Gaz Parfaits

Su = Cy, l0g(£q (7o) ") + 80

E,
P,=(y,—-1)= aveC &, =0¢, T,
T,

a

s? : état thermodynamique de référence,

(dans cette exposé on supposera la normalisation s0 = 0).
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Gaz Parfaits

On a donc a résoudre le systéeme

T = T
(y1=Neyt2 = (y2—1)c,11
Cv, [Iog (81 ‘rﬁ"q) - y1] Cv, [Iog (82 722_1) - 72]

avec les contraintes

™
|

yer + (1 = y)es
yri+ (1 = y)7

~
|
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Gaz Parfaits

Analyser séparément les 4 cas suivants :
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Gaz Parfaits

Analyser séparément les 4 cas suivants :

Cas1 ¢y, =cy,ety; #y2;

Cas2 ¢y, #cy, etc,(y1 —1) = C,(y2 - 1)

Cas 3 ¢y, # ¢y, et cp, = Cp,

Cas4 ¢y, # ¢y, etc,(y1—1) % C,(y2 —1), C,,y1 # Cuy2
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Gaz Parfaits

Analyser séparément les 4 cas suivants :

Cas1 c, =cy,ety; #y2;
Cas 2
Cas 3

Cas 4 cy, #cy, etcy,(y1 —1) #c,(y2—1), Cp,¥1 # Cy Y2
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Cas1:c¢cy, =cy,

1 y2-1
— Y271
Py = eXp(—1)(72 )
v-1)
v1-
— 1\
Py = eXp(—1)(72 )
y1=1
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Cas1:c¢cy, =cy,

721

— 1\

P = exp(— 1)( 2 1)
72—1 =

5 =exp(=1) —

Courbe de saturation pour le mélange liquide-vapeur :

(y1 — Dp1&1, pour p < pj
P =1 T*g, pour pj < p < pj
(y2 — 1p2e2, pour p > p;

ou |
L (y2 — 1)z~ \ 2001
I" = exp(—1)(W

Modélisation du changement de phase dans des écoulem
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Cas1:c¢cy, =cy,

721

_1 Y271

P} = exp(- 1)( : 1)
72—1 =

Py = exp(-1)| 22—

Courbe de saturation pour le mélange liquide-vapeur :
(y1 — Dp1&1, pour p < pj

P =1 T*g, pour pj < p < pj
(y2 — 1p2e2, pour p > p;

ou

1
L (y2 — 1)z~ \ 2001
I := exp(—1)(W

RemaRQUE : P € C°, mais ¢ C'.

Modélisation du changement de phase dans des écoulem
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Cas général : ¢,, # ¢, avec ¢,,(y1 — 1) # c,,(y2 — 1) et

CV1 )/1 i CVg 72

T, = A(T)? J
ou
_ Cy, — Cy,
(y1=1Dcy, — (r2 —1)cy,
1
(C )C\,2 (72 _ 1)C (72—1)Cv2 (r1=Nevy —(ra=Tievy
ho = (cvz)% (y1 - 1)cv2 eXP(Cr, Y1 = CirY2)
V4 Vi
1
(Cv,)°% (yo —1)c (y1-1ey, O1-Nov; -2—Nevy
e I(cvz)% e B AR
1] Vi

Modélisation du changement de phase dans des écoulem
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Cas général : ¢,, # ¢, avec ¢,,(y1 — 1) # c,,(y2 — 1) et

CV1 )/1 i CVg 72

T, = A(T)? J
ou
_ Cy, — Cy,
(y1=1Dcy, — (r2 —1)cy,
1
(C )C\,2 (72 _ 1)C (72—1)Cv2 (r1=Nevy —(ra=Tievy
ho = (cvz)% (y1 - 1)cv2 eXP(Cr, Y1 = CirY2)
V4 Vi
1
(Cv,)°% (yo —1)c (y1-1ey, O1-Nov; -2—Nevy
e I(cvz)% e B AR
1] Vi

et T*(t, &) est la température d’équilibre définie comme la racine de la fonction. ..
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Cas général

f:(0,+0) — R

T — asTB +aT B+ a
ou
a =71 (CV2 = Cv1),
1 - 1)cy, (C)™2 ((y2 = Doy, \ 17 R Py
ca=e (y2 = 1)cy, - ] [(C‘ﬁ ) ((71 - ey, ) i CVZYZ)I

1
-1 G116y~ ovy.

(ya=1)

©)%2 ((y2 = 1)6, 717
(cvy)™ ((71 - ey, ) ST = G
1

az = CV1 [1
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Cas général
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Cas général

Equation de la courbe de saturation est :

1
(evpy2=Cvq 71) (( _ )22 Vo (v, (yp—1—0vy (y1 =1
s AL Y2 ) C,. 2 1
- B 2
Pt = (T @l bmen = | - 2°— exp(cy, y1 — Cuyp72)
(1 = 1D )™
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Tests numeériques

@ 1-D : un domaine de 1 m de longueur avec une interface.

Samuel Kokh - Gloria Faccanoni ( CEA Saclay ) Modélisation du changement de phase dans des écoulem



Tests numeériques

@ 1-D : un domaine de 1 m de longueur avec une interface.

Liquipe VAPEUR
@ ¢, J-kg'-K' | 1816.2 | 1040.14
vy (=%/c) 2.35 1.43
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Tests numeériques

@ 1-D : un domaine de 1 m de longueur avec une interface.
Liquibe | VAPEUR
@ ¢, J-kg'-K' | 1816.2 | 1040.14
vy (= %/c) 2.35 1.43

@ Tl;—o = 400 K dans tout le domaine
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Tests numeériques

@ 1-D : un domaine de 1 m de longueur avec une interface.

Liquipe VAPEUR
c, J-kg'-KT' | 1816.2 | 1040.14
Y (=5e,) 2.35 1.43

Tli—o = 400 K dans tout le domaine

(P, p1,p2)li= (T) tels qu’il y a EquILIBRE.
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Advection
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@ u=100 m/s de
chaque coté de
l'interface
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@ u=100 m/s de
chaque coté de
l'interface

@ conditions limites :
infinie
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@ u=100 m/s de
chaque coté de
l'interface

@ conditions limites :
infinie
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Mur - Piston
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@ u=0m/sde
chaque coté de
l'interface
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@ u=0m/sde o
; Da— \ interface
chaque coté de |
linterface =
@ conditions limites : - | VST /= liquide | mur
@ Droite : Mur
e Gauche : Piston piston |
Upiston = -100 m/s D i
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@ u=0m/sde
chaque coté de
l'interface

@ conditions limites :

o Droite : Mur
e Gauche : Piston
Upiston = -100 m/s
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Bulles
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Bulles

@ u=0m/sde
chaque coté de
l'interface
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Bulles

eau liquide

\

@ u=0m/sde — \

chaque coté de ]
l'interface -

@ conditions limites : vapeur dcau B
o Droite : Mur _
e Gauche : Piston e
Upiston = -
+200 m/s o
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Bulles

@ u=0m/sde
chaque coté de
l'interface

@ conditions limites :

@ Droite : Mur
e Gauche : Piston

Upiston =

+200 m/s
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